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ABSTRAK

Andaikan U kelas yang terdiri daripada fungsi-fungsi yang analisis di dalam cakera unit
terbuka D ={z:|z| <1} pada satah kompleks. Seterusnya, andaikan S merupakan
subkelas U yang terdiri daripada fungsi f yang univalen dan ternormal. Jika suatu fungsi
f €S, maka f mempunyai kembangan siri Maclaurin. Dalam kajian ini, subkelas bagi
fungsi cembung terhadap titik simetri konjugat dilambangkan sebagai C,.(g) telah
diperkenalkan dengan mengaplikasikan prinsip subordinasi. Selain itu, subkelas fungsi
hampir cembung terhadap titik simetri bertertib y, K (y) turut diperkenalkan dalam kajian
ini. Anggaran pekali bagi kelas K;(y) telah ditentukan.



SUBCLASS OF CONVEX FUNCTIONS WITH RESPECT
TO SYMMETRIC CONJUGATE POINTS

ABSTRACT

Let U as a class consisting of functions which are analytic in the open unit disc D =
{z:1z] < 1} on the complex plane. Then let S be the subclass of U that consisting of
univalent functions f and normalized. If a functionf € S, then f has a Maclaurin series
expansion. In this research, subclass of ‘convex functions with respect to symmetry
conjugate points is introduced by using the principle of subordination. Furthermore, the
subclass of close to convex function of order y with respect to symmetric points, K (y)

also introduced in this research. By the way, the coefficient estimates of the subclass
K,(y) are determined.
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Menurut Duren (1983), suatu fungsi yang analisis di dalam domain D
dikatakan univalen jika ia tidak mengambil nilai yang sama sebanyak dua kali :
f(z,) # f(z;) untuk semua pasangan titik z, dan z, . Dengan kata lain, fungsi
f adalah pemetaan satu ke satu bagi D keseluruh domain lain.

Kelas S mempunyai 4 subkelas utéma iaitu

a) kelas fungsi bakbintang diwakili sebagai S*,

b) kelas fungsi cembung diwakili sebagai C,

c) kelas fungsi hampir cembung diwakili sebagai K,
d) kelas fungsi kuasi cembung diwakili sebagai K*.

1.2 Fungsi Bakbintang

Kelas fungsi bakbintang telah diperkenalkan oleh Alexander pada tahun 1915.
Menurut Camelia (2010), definisi bagi fungsi bakbintang adalah seperti berikut:

Definisi 1.2.1 (Camelia, 2010) Andaikan f:D - C adalah fungsi analisis
dengan f£(0) = 0. Fungsi f dikatakan bakbintang di dalam D terhadap titik asalan, jika
fungsi f adalah univalent di dalam D dan f(D) adalah domain bakbintang terhadap

titik asalan, bermakna bagi setiap z € D, tembereng garis di antara titik asalan dengan
f(2) terletak di dalam f(D).

Di samping itu, Goodman (1975) juga mentakrifkan domain bakbintang dan
fungsi bakbintang seperti berikut.

Definisi 1.2.2 (Goodman, 1975) Suatu set E pada satah kompleks dikatakan
bakbintang terhadap w,, iaitu suatu titik pedalaman bagi E, jika setiap tembereng
garis dengan titk awalan w, menyilang pedalaman E dalam suatu set iaitu
tembereng garis juga. Jika fungsi f(z) memetakan D ke seluruh domain yang



bakbintang terhadap w,, maka f(z) dikatakan bakbintang terhadap wo. Dalam kes
w, = 0, f(2) adalah fungsi bakbintang.

Definisi 1.2.3 (David & Mark, 2010) Suatu domain DcC dikatakan
bakbintang (terhadap titik asalan) jika bagi setiap titik w € D, garis tembereng yang
menyambung titik-titik w dengan 0

(0,w]l={tw;t € (0,1]}

terletak sepenuhnya di dalam D.

Domain bakbintang dapat digambarkan melalui perwakilan geometri seperti
ditunjukkan di dalam Rajah 1.1

Ny(z)

Rajah 1.1  Domain bakbintang (Sumber: Goodman, 1975)

Dalam Rajah 1.1, didapati domain E adalah bakbintang terhadap titik w, dan bukan
terhadap titik asalan. Ini adalah kerana tembereng garis dengan titik awalan
wo menyilang pedalaman E di dalam suatu set iaitu tembereng garis juga.

Seterusnya, diberikan perwakilan beranalisis bagi fungsi f € S* seperti berikut:
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Definisi 1.2.3 (Goodman, 1975) Andaikan fungsi f(z) adalah analisis di dalam
D dengan £(0) = f'(0) —1 = 0. Jadi, f € S* jika dan hanya jika

zf'(2) }
N >0, z€D.
Y { f@ £
1.3 Fungsi Cembung
Definisi 1.3.1 (Goodman, 1975) Suatu set E pada satah kompleks dikatakan

cembung jika untuk setiap pasangan titik w, dan w, di dalam E, tembereng garis
yang menyambungkan w, dan w, juga berada di dalam E . Jika fungsi f(2)

memetakan E ke seluruh domain yang cembung, maka f(z) dinamakan sebagai
fungsi cembung.

Suatu domain cembung dapat digambarkan melalui perwakilan geometrinya
seperti yang ditunjukkan di dalam Rajah 1.2.

> Ny (2)

Rajah 1.2  Domain cembung (Sumber: Goodman, 1975)

Dalam Rajah 1.2, didapati titik-titikk w; dan w, berada di dalam set E serta
disambungkan oleh satu tembereng garis dengan tembereng garis tersebut juga
berada dalam set E. Oleh yang demikian, set E dipanggil sebagai domain cembung.
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Perwakilan beranalisis bagi fungsi f € C diberikan oleh definisi berikut:

Definsi 1.3.2 (Goodman, 1975) Andaikan fungsi f(z) adalah analisis di
dalam D dengan f(0) = f'(0) — 1 = 0. Jadi, f € C jika dan hanya jika

Ny { zf'(2)

-f,(—z)}>0, z€D.

Akhir sekali, bab ini membincangkan tentang prinsip subordinasi. Konsep ini akan
digunakan secara terperinci di dalam Bab 3.

1.4 Prinsip Subordinasi

Menurut Xu dan Wu pada tahun 2010, prinsip subordinasi dapat diterangkan seperti
berikut:

Bagi dua fungsi f dan g yang analisis pada D, fungsi f(z) dikatakan bersubordinasi
kepada g(z) pada D iaitu f < g jika wujud suatu fungsi Schwarz w(z), analisis pada

D dengan syarat w(0) =0 dan |w(2)] <1, sedemikian sehingga f(z) = g(w(2))
untuk semua z € D.

1.5 Objektif Kajian
Objektif yang hendak diperoleh melalui kajian ini adalah:

a) memperkenalkan subkelas fungsi cembung terhadap titik simetri konjugat
dilambangkan sebagai C;.(g), g € C;

b) menentukan anggaran pekali bagi fungsi f € C,.(g), g € C;

¢) menentukan anggaran pekali bagi fungsi f € K,(y).



1.6 Skop Kajian

Kajian ini menekankan kepada subkelas fungsi cembung terhadap titik simetri
konjugat dikembangkan sebagai C;.(g), g € C. Dengan menggunakan idea Xu dan
Wu (2010), sifat asas bagi subkelas fungsi tersebut akan ditentukan seperti anggaran
pekali. Selain itu, anggaran pekali bagi subkelas fungsi hampir cembung terhadap
titik simetri bertertib y juga ditentukan dalam kajian ini disebabkan oleh sifat tersebut
adalah sama dengan subkelas fungsi cembung terhadap titik simetri konjugat.



BAB 2

ULASAN LITERATUR

2.1 Pengenalan

Dalam bab ini, kelas fungsi bakbintang terhadap titik simetri, konjugat dan simetri
konjugat akan dibincangkan terlebih dahulu. Seterusnya kelas fungsi cembung
terhadap titik simetri, konjugat dan simetri konjugat akan dibincangkan selanjutnya.
Pada tahun 1959, Sakaguchi telah memperkenalkan kelas fungsi bakbintang terhadap
titik simetri. Dengan menggunakan idea Sakaguchi (1959), Das dan Singh telah
memperkenalkan kelas fungsi cembung terhadap titik simetri pada tahun 1977.

2.2 Fungsi Bakbintang Terhadap Titik Simetri, Konjugat dan Simetri
Konjugat

Pada tahun 1959, Sakaguchi telah memperkenalkan kelas fungsi bakbintang terhadap
titik simetri. Seterusnya, El-Ashwah dan Thomas telah memperkenalkan dua kelas
lain pada tahun 1987 iaitu bakbintang terhadap titik konjugat dan simetri konjugat.

Berikut diberikan definisi bagi fungsi bakbintang terhadap titik simetri, konjugat dan
simetri konjugat.

Definisi 2.2.1 (Xu & Wu, 2010) Suatu fungsi f(z) dikatakan bakbintang
terhadap titik simetri di dalam D jika ia memenuhi ketaksamaan berikut:



2zf'(2)
Ny {fTZ_)———f(:—Z—)-} >0 ,ZED.

Kelas tersebut ditandakan sebagai S;.

Menurut Selvaraj dan Vasanthi (2011), andaikan S.* merupakan subkelas bagi S
yang terdiri daripada fungsi berbentuk (1.1) dan memenuhi syarat

zf'(z)
y (z)+—sz_-)-}>O, z€D.

Kelas tersebut adalah kelas bakbintang terhadap titik konjugat dan ditandakan
sebagai S;.

Seterusnya, menurut Chew et a/., (2012), takrifan bagi kelas fungsi bakbintang
terhadap titik simetri konjugat adalah andaikan S.* merupakan subkelas bagi S yang
terdiri daripada fungsi berbentuk (1.1) dan memenuhi syarat

2f'(2)
Ny{—————— .
Y {J(Z) - f(—z')} >0 z€b

Kelas tersebut adalah kelas bakbintang terhadap titik simetri konjugat dan ditandakan
sebagai S,.".

23 Fungsi Cembung Terhadap Titik Simetri, Konjugat dan Simetri
Konjugat

Dengan menggunakan idea Sakaguchi (1959), Das dan Singh telah memperkenalkan
fungsi cembung terhadap titik simetri pada tahun 1977,

Definisi 2.3.1 (Das & Singh, 1977) Andaikan f(z)diberi oleh (1.1) adalah
analisis di dalam D dan andaikan bahawa setiap r » 1 (r < 1) dan setiap ¢ pada
|z| = r, ungkapan berikut adalah dipenuhi :



2(zf'(2)) R
”nyuy+ﬁ«—a}>°' 2o ll=r

Oleh itu, f(z) adalah fungsi cembung terhadap titik simetri dalam D dan kelas fungsi
tersebut dilambangkan sebagai C;.

Teorem 2.3.1 (Das & Singh, 1977) Andaikan f(z) diberi oleh (1.1) adalah
analisis di dalam D, jadi syarat cukup dan perlu bagi f(z) menjadi univalen dan
cembung terhadap titik simetri di dalam D adalah

(zf' (@) }
N s 0, |z21<1.
yhﬂn—fea) g

Seterusnya, fungsi cembung terhadap titik konjugat dan simetri konjugat diberikan
oleh definisi berikut:

Definisi 2.3.2 (Janteng et a/., 2006) Andaikan fungsi f adalah analisis di

dalam domain D dengan f(0) =f'(0)— 1=0. Jadi fungsi f adalah cembung
terhadap titik konjugat jika dan hanya jika

Ny{ (zf’(z_))_,} >0, ze€D.
F(@) + (@)

Menurut Lim dan Janteng (2011), takrifan bagi kelas fungsi cembung terhadap titik
simetri konjugat adalah seperti berikut:

Definisi 2.3.3 Andaikan fungsi f adalah analisis di dalam domain D dengan

f(0) =f'(0)— 1 =0. Jadi fungsi f adalah cembung terhadap titik simetri konjugat
jika dan hanya jika

2(z ')
N
y{(f(z)—f(—z’))’} >0, zeD.



2.4 Subkelas Fungsi Cembung Terhadap Titik Simetri

Janteng dan Abdul Halim (2009) telah memperkenalkan kelas fungsi cembung
terhadap titik simetri ditanda sebagai C; (4, B). '

Definisi 2.4.1 (Janteng & Abdul Halim, 2009) Andaikan fungsi f adalah

analisis di dalam D dengan f(0) = f'(0)— 1=0. Jadi f € C,(A, B) jika dan hanya
jika

2(zf'(2))’ 1+ Az
T —fy ~1+Bz @ ~1sB<Asl zeD

Teorem 2.4.1 (Janteng & Abdul Halim, 2009) Andaikan f € C,(A,B) maka
untukn > 1,

(A—B)
Ganl < oo 2,l]"[(A B+2))

dan
(A-B)
lazn41l < Znt Dnl2n l_l(A B + 2j).
Teorem 2.4.2 (Janteng & Abdul Halim, 2009) Jika g € C,(A,B) jadi G €

C,(A, B) dengan

G(2) = ;J’ g(t)dt.
0

2.5 Subkelas Fungsi Cembung Terhadap Titik Simetri Konjugat

Dengan memperluaskan idea Das dan Singh (1977), kelas C,.(4,B),-1< B <A<
1 telah diperkenalkan oleh Lim dan Janteng (2011).
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Definisi 2.5.1 (Lim & Janteng, 2011) Andaikan fungsi f adalah analisis di
dalam D dengan £f(0) = f'(0) — 1 = 0. Jadi f € C,.(4, B) jika dan hanya jika

2(zf'(2))’ < 1+ Az

F@-F—)y ~1+Bz @ 1=B<4sl zeb

Teorem 2.5.1 (Lim & Janteng, 2011) Andaikan f € C,.(A,B) maka untuk

nz1,

-B
2on] < Gt )n,z),,[—[(A B +2))

dan

n-1

(A-B) .
|a2n41] S mn(:‘l - B + 2j).

11



BAB 3

ANGGARAN PEKALI BAGI KELAS C;.(g9)

3.1 Pengenalan

Dalam bab ini, subkelas fungsi cembung terhadap titik simetri konjugat akan
diperkenalkan. Anggaran pekali bagi kelas tersebut akan ditentukan dengan
menggunakan definisi dan beberapa lema yang berkaitan.

Definisi 3.1.1 Andaikan g:D —» C adalah fungsi cembung sedemikian
sehingga g(0) = 1,g(2) = g(2), bagi z € D, Ny(g(2)) > 0 pada z € D. Andaikan f

adalah fungsi analisis dalam D yang diberi oleh persamaan (1.1). Jadi f € C,.(g)
jika dan hanya jika

2(zf'(2))'
U@ -1

e g(D), Z€D,

3.2 Hasil Keputusan Awal

Untuk membuktikan teorem dalam bahagian seterusnya, lema diperiukan.



Lema 3.2.1 (Xu & Wu, 2010) Andaikan suatu fungsi g diberikan oleh

g(2) = Z giz®, z €D,
k=1

adalah fungsi cembung di dalam D. Andaikan juga fungsi f(z) diberikan oleh

o0

f(2)=zak2". zZ€D,

k=1

merupakan fungsi analisis di dalam D. Jika f(z) < g(z),z € D, maka
lael <1gsl, k€N,

di mana N merupakan set nombor bulat yang positif.

3.3 Anggaran Pekali Bagi Kelas C,.(g)

Dalam bahagian ini, pekali bagi fungsi f € C;.(g) akan dianggarkan. Teorem 3.3.1
merupakan hasil anggaran pekali yang diperoleh bagi fungsi f € C;.(g) dan akan
dibuktikan sama ada teorem tersebut benar bagi anggaran pekali bagi kelas fungsi
cembung terhadap titik simetri konjugat .

Teorem 3.3.1 Andaikan fungsi f € C,.(g), jadi bagin > 1,
PO =
lazns1] < Wl—!(lg’(o)l +2)) €BV
dan
lg'©)|
lazn) S s znl_[(lg O] +2). 32)

13



Bukti. Andaikan

2(zf' @)’
() = : (3.3)
P @ -TD)

Daripada persamaan (3.3), didapati

2(zf'(2)) = (@) (f() -T2
2(1 + 40,z + 9a32% + 16a,23 + 25a52* + - + (2n)2a,, 22" + (2n + 1)%a2n412%")
=1 +p1z+ P22 +p32° + -+ Pono1 207+ P22 4pone 1 22MY)

-2(1 +3a3z2 + 5a5z* + -+ + (2n — 1)azn-122""% + (2n + 1)azn412%")

Dengan membandingkan pekali bagi z, didapati

4a2 =p; (34)
3(2)az =p; (3.5)
16a, = p3 + 3p,1a3 (3.6)
20(15 =ps+ 3p2a3 (3.7)
(2n)2azy = Pan-1 + 3a3P2n-3 + 5asPon_s + - + (2n — 1)az,_1py (38)
(2n + 1)(2n)(azn+1) = P2n + 3a3P2n-2 + 5asP2n—g + -+ (2n = Dayp_1p, 3.9
Seterusnya, dengan menggunakan Lema 3.2.1,
lg'(0)]
lay| < 202) 3.10)
lg'(0)]
las] < 302) (3.11)
(lg' (N2 +1g' (0D
(g'@pH2+1g'(O)D
las| < 5@ (3.13)

Oleh itu, ketaksamaan (3.1) adalah benar untuk n = 1, 2. Pembuktian yang dilakukan

adalah menggunakan kaedah induksi matematik. Daripada persamaan (3.9) dan
dengan menggunakan (3.1) diperoleh

14



(2n + 1)(2n)azps1 = Pan + 3a3P2n-2 + 5asP2n-4 + -+ (2n — Dazn-1p;
< Ipznl + 3lasllpzn-2| + Slasllpen-4l + -+ (2n = 1)]azn-4|1p2|
< 1g'(0)] + 3lasllg’(0)] + 5lasllg’(0)| + -+ + (2n — 1)|azn-41119" (0D
= |g’'(0)I[1 + 3|as| + 5las| + -+ (2n = D]azn-1]

Maka, persamaan (3.14) telah diperolehi

n-1
19’ (0)]
lazn+il < (ZTil)Ti( + kZl(Zk + 1)|a2k+1|) (3.14)

Andaikan bahawa ketaksamaan (3.1) dipenuhi bagi k=34,..,(n—1).
Kemudian, daripada persamaan (3.14), ketaksamaan berikut diperoleh:

IO R I )|"" , .

Untuk membuktikan teorem tersebut perlu ditunjukkan bahawa

k-1
g Ig (0| , ,

9O T consai
= G DT ﬂ(|g ©1+2)) (3.16)
j=1

untuk m=3,4,..,n

Jika m=3, didapati bahawa bahagian sebelah kanan dan sebelah kiri bagi persamaan
(3.16) adalah sama.

Jadi, bahagian sebelah kiri bagi persamaan (3.16) jika m=3 adalah seperti berikut:

lg'©) 9@ T, |
(2m)(2m + 1)( Z K1 2K l—!(lg ) + 2]))

15
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