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ABSTRAK 

Kajian ini mempertimbangkan kelas fungsi analisis di dalam suatu cakera unit terbuka 

D = {z:\ZI<l} yang dilambangkan sebagai A. S merupakan subkelas bagi A yang terdiri 

daripada fungsi-fungsi f yang analisis, univalen dan temormal dengan keadaan 

[(D) = teO) - 1 = o. Jika [ E S, maka f mempunyai kembangan siri Maclaurin 

berbentuk fez) = z + L~=2 anzn dengan an adalah nombor kompleks. S mempunyai 

tiga subkelas utama iaitu kelas fungsi bakbintang, cembung dan hampir cembung. 

Ketiga-tiga subkelas ini masing-masing dilambangkan sebagai S·, C dan K. Andaikan 

r dilarnbangkan sebagai kelas yang mengandungi fungsi f dengan pekali selang-seli 

yang berbentuk fez) =; -L~=l( _l)n-l anzn dengan an adalah nombor nyata 

bukan negatif. Dengan mempertimbangkan fungsi [E r, maka kajian ini 

memperkenalkan dua kelas baru iaitu s/r(u) dan Sc·r(u,k). Selain itu, anggaran pekaIi, 

hasH pertumbuhan dan titik ekstrim akan diberi perhatian kepada kelas-kelas fungsi 

yang diperkenalkan. 



ABSTRACT 

This paper focuses on a class of functions which are analytic in the open disc D = 

{z:lzl<l} which is denoted by A. Let S represent the subclass of A and consisting of 

functions f which is analytic, univalent and normalized with the condition [(0) = 

((0) - 1 = O. If [ E S then, fhas a Maclaurin series expansion of the form fez) = 

z + L~=2 anzn where an is a complex number. S has three main subclasses which are 

class of functions starlike, convex and close to convex. These three subclasses denoted 

by S·, C dan K. Let r represent the class which consisting of function f with 

alternating coefficients of the form of fez) =; -L~=l( -l)n-lanzn where an is non 

negative real number. By considering the function [ E r, two new subclasses s/r(a) 

dan Sc·r(u,k) are introduced. The coefficient estimates, growth results and extreme 

points will be determined for these classes. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

1.1 Pengenalan 

Kajian ini mempertimbangkan kelas fungsi analisis di dalam cakera unit terbuka 

D = {z: Izl < 1} yang dilambangkan sebagai A. Suatu fungsiJ dikatakan analisis pada 

suatu titik zo, jikaJtertakrif dan terbitannya wujud pad a setiap titik di dalam beberapa 

jiranan daripada zoo likaJanalisis di dalam suatu domain D, maka terbitannya wujud 

pada setiap titik daripada D. S merupakan subkelas bagi A yang terdiri daripada 

fungsi-fungsifyang analisis, univalen dan ternormal dengan keadaan f(O) = teO) -

1 = o. Jika f E S, makaJmempunyai kembangan siri Maclaurin berbentuk 

CXJ 

fez) = z + I anzn (1.1) 
n=2 

dengan an adalah nombor kompleks. 



Definisi 1.1.1 (Goodman, 1975) Suatu fungsi I dikatakan univalen di dalam D jikal 

memenuhi syarat 

(1.2) 

mengimplikasikan Zl = Z2 dengan Zv Zz ED. 

Fungsi univalen juga disebut sebagai pemetaan satu kepada satu. 

1.2 Subkelas bagi S 

S mempunyai tiga subkelas utama iaitu kelas fungsi bakbintang, cembung dan hampir 

cembung. Ketiga-tiga subkelas ini masing-masing dilambangkan sebagai S·, C dan K. 

Hubungan di antara subkelas-subkelas ini adalah C C s· eKe S. 

1.3 Fungsi Bakbintang 

Definisi 1.3.1 (Goodman, 1975) Suatu set E di dalam satah kompleks dikatakan 

bakbintang terhadap titik wo, titik pedalaman bagi E, jika setiap tembereng garis 

dengan titik awal Wo bersilang dengan pedalaman E di dalam suatu set, iaitu 

tembereng garis juga. Jika fungsi I memetakan D ke seluruh domain yang bakbintang 

terhadap Wo, makal dikatakan bakbintang terhadap woo Dalam kes Wo = 0,1 dikenali 

sebagai fungsi bakbintang. 

Domain bakbintang dapat digambarkan melalui perwakilan geometrinya seperti 

yang ditunjukkan dalam Rajah 1.1. 



Kh 

Ny 

Rajah 1.1 Domain bakbintang 

(Sumber daripada Goodman, 1975) 

Di samping itu, perwakilan beranalisis bagi fungsi bakbintangjuga diberikan. 

Definisi 1.3.2 (Goodman. 1975) Andaikan fungsiJanalisis di dalam D dengan syarat 

1(0) = 0 dan ((0) = 1. Jadi, I E S· jika dan hanyajika 

fz((z)} 
NYl/(z) > 0, zED. (1.3) 

1.4 Fungsi Cembung 

Definisi 1.4.1 (Goodman, 1975) Suatu set E di dalam satah kompleks dikatakan 

cembung jika setiap pasangan titik WI dan W2 di pedalaman E, maka tembereng garis 

yang menghubungkan WI dan W2 juga berada di pedalaman E. Jika suatu fungsi f 

memetakan D kepada domain cembung, makaJ dikenali sebagai fungsi cembung. 



Domain cembung dapat digambarkan melalui perwakilan geometri seperti 

yang ditunjukkan dalam Rajah 1.2. 

Kh 

Ny 

Rajah 1.2 Domain cembung 

(Sumber daripada Goodman, 1975) 

Di samping itu, perwakilan beranalisis bagi fungsi cembung juga diberikan. 

Definisi 1.4.2 (Goodman, 1975) Andaikan fungsi f analisis di dalam D dengan 

syarat 1(0) = teO) - 1 = O. Jadi, lEe jika dan hanyajika 

{
[Z(CZ)]'} 

Ny f'Cz) > 0, zED. (1.4) 

1.5 Fungsi Hampir Cembung 

Definisi 1.5.1 (Goodman, 1983) Suatu fungsi f yang anal isis di dalam D dikatakan 

hampir cembung jika terdapat suatu fungsi cp E C dengan p suatu nombor nyata serta 

memenuhi 

{ 
(Cz) } 

Ny eif3 cp' Cz) > 0, zE D. C1.5) 



1.6 Objektif Kajian 

Kajian ini terdiri daripada beberapa objektifyang perlu dicapai, iaitu 

a. memperkenalkan kelas dengan pekali selang-seli dan bakbintang terhadap titik 

konjugat; 

b. menentukan anggaran bagi pekali an; 

c. menentukan hasil pertumbuhan; 

d. menentukan titik ekstrim. 

1.7 Skop Kajian 

Kajian ini hanya mempertimbangkan kelas fungsi dengan pekali selang-seli dan 

bakbintang terhadap titik konjugat. Fungsi f dengan pekali selang-seli ditulis dalam i . 

bentuk 

<XI 

fez) = ~ - L (-l)n-lanzn 
n=l 

;: 
,on 

~a --a 
;§ 

(1.6) ~ ~ 
,;~ , 
l . 

dengan an adalah nombor nyata bukan negatif. Kelas yang terdiri daripada fungsi- <: 

fungsi yang diberikan oleh persamaan (1.6) disimbolkan sebagai r. 

Dengan menggabungkan idea daripada Owa dan Pascu (2003) serta 

mempertimbangkan fEr, maka kajian ini memperkenalkan dua kelas baru. Selain itu, 

anggaran pekali, hasil pertumbuhan dan titik ekstrim akan diberi perhatian kepada 

kelas-kelas fungsi yang diperkenalkan. 



1WJ2 

2.1 Pengenalan 

Bab ini akan membincangkan tentang kelas fungsi bakbintang terhadap titik simetri, 

konjugat dan simetri konjugat. Kelas fungsi bakbintang terhadap titik simetri telah 

diperkenalkan oleh Sakaguchi pada tahun 1959. Seterusnya, EI-Ashwah dan Thomas 

(1987) telah memperkenalkan dua kelas lain iaitu kelas fungsi bakbintang terhadap 

titik konjugat dan simetri konjugat. Selain itu, Sudharsan et al. (1998) pula telah 

memperkenalkan subkelas fungsi bakbintang terhadap titik simetri yang dilambangkan 

sebagai Ss·(a,PJ dengan a dan P memenuhi syarat 0 < a ~ 1,0 < P < 1 dan zED. 

Pada tahun 2008 pula, Wong dan J anteng telah memperkenalkan subkelas fungsi 

cembung terhadap titik simetri, konjugat dan simetri konjugat yang dilambangkan 

sebagai CsT(a,p) , CcT(a,PJ dan CscT(a,PJ dengan 0 ~ a < 1, 0 < P < 1 dan 0 ~ 

2(l-P) < 1 dan zED. 
Hap 

2.2 Fungsi Bakbintang terhadap TItikSirnetri,Konjugat dan SimetriKonjugat 



Definisi 2.2.1 (Sakaguchi, 1959) Andaikan fungsi f analisis di dalam D dengan 

fCO) = (CO) - 1 = o. Jadi,Jadalah bakbintang terhadap titik simetri jika dan hanya 

jika 

f 
zf'(z) 1 N > 0, 

Y fez) - fC-z) 
zED. (2.1) 

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai S/. 

Definisi 2.2.2 (EI-Ashwah & Thomas, 1987) Andaikan fungsi f analisis di dalam D 

dengan f(O) = (0) - 1 = O. Jadi, f adalah bakbintang terhadap titik konjugat jika 

dan hanyajika 

f_ zf'(z) } 
Ny l.fCz) + fez) > 0, zE D. (2.2) 

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai Sc *. 

Defmisi 2.2.3 (EI-Ashwah & Thomas, 1987) Andaikan fungsi f analisis di dalam D 

dengan fCO) = (0) - 1 = o. Jadi, f adalah bakbintang terhadap titik simetri 

konjugatjika dan hanyajika 

& zf'(z) } 
Ny > 0, 

(z) - !(-z) 
zED (2.3) 

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai Sse *. 

2.3 Kelas Fungsi Ss *T(a, P), Se *T(a, P) dan Sse *T(a, p) 



Pada tahun 1998, Sudharsan et al. telah memperkenalkan kelas S/ (a,p) yang terdiri 

daripada fungsifyang analisis dan univalen di dalam D serta memenuhi syarat yang 

berikut: 

-1 < + 1 zf'(z) I I azf'ez ) I 
fez) - f( -z) {3 fez) - f( -z) 

(2.4) 

dengan 0 ~ a ~ 1, 0 < {3 < 1 dan zED. 

Seterusnya, Halim et al. (2005) telah memperkenalkan kelas Ss ·T(a, P), SC ·T(a, 

P) dan Ssc·T(a. P) dengan 0 < a < 1,0 < {3 < 1 dan 0 ~ 2(1-Pp) < 1. Kajian Halim et 
l+a 

al. (2005) ini telah menggabungkan idea daripada Sakaguchi (1959) dan Sudharsan et 

al. (1998) dan seterusnya mempertimbangkan fungsi f E T. Kelas T terdiri daripada 

fungsi fberbentuk 

0Cl 

fez) = z - I anzn , zED (2.S) 
n=2 

dengan a" adalah nombor bukan negatif. 

Defmisi 2.3.1 Suatu fungsi f E Ss·T(a,{3) dikatakan bakbintang terhadap titik simetri 

jika dan hanyajika 

I~Z_f'_(Z_) _ I I azf'ez) 
fez) - f(-z) -1 < {3 fCz) _ fC-z) + 1 , zE D. (2.6) 

Defmisi 2.3.2 Suatu fungsi f E S/T(a,{3) dikatakan bakbintang terhadap titik 

konjugatjika dan hanyajika 



---==-1 <fl +1, I 
zf'(z) azf'(z) 

fez) + fez) fez) + fez) 
zED. (2.7) 

Defmisi 2.3.3 Suatu fungsi f ESse *T( a, fl) dikatakan bakbintang terhadap titik simetri 

konjugatjika dan hanyajika 

1 

zf'(z) azf'(z) I 
~:---::::;=::==.= - 1 < fl + 1 , 
fez) - f( -z) fez) - f( -z) 

zED. (2.8) 

2.4 Fungsi Cembung terhadap TItikSimetri, Konjugat dan Simetri Konjugat 

Definisi 2.4.1 (Das & Singh, 1977) Andaikan fungsi J anal isis di dalam D dengan 

f(O) = ((0) - 1 = O. Jadi,JadaJah cembung terhadap titik simetri jika dan hanya 

jika 

{ 
(zf'(z»' } 

Ny (f(z) _ f( -z»' > 0, zED. (2.9) 

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai Cs • 

Defmisi 2.4.2 (Wong & Janteng, 2008) Andaikan fungsiJanalisis di dalam D dengan 

f(O) = ((0) -1 = O. Jadi,/adalah cembung terhadap titik konjugatjika dan hanya 

jika 

{ 
(zf'(z», J 

Ny , > 0, 
(fez) + fez») 

zED. (2.10) 

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai Cc • 



Defmisi 2.4.3 (Wong & Janteng, 2008) Andaikan fungsijanalisis di dalam D dengan 

1(0) = ((0) - 1 = O. Jadi,jadalah cembung terhadap titik simetri konjugatjika dan 

hanyajika 

{ 
(z/, (z))' 1 Ny , >0, 

(/(z) - I(-z)) 
zED. (2.11) 

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai Csc • 

2.5 Kdas Fungsi C,T(a, P), CcT(a, P) dan CscT(a, P) 

Wong dan Janteng (2008) telah memperkenalkan kelas CsT(a,fJ), CeT(a,fJ) dan 

C~T(a.f3) dengan syarat-syarat 0 ~ a < 1,0 < 13 < 1 dan 0 ~ 2(1-/1/1) < 1. Kelas yang 
l+a 

diperkenalkan oleh Wong dan Janteng telah menggabungkan idea daripada Sakaguchi 

(1959) dan Sudharsan el al. (1998) serta Halim el al. (2005) dengan 

mempertimbangkan fungsi lET di dalam mentakrifkan kelas-kelas yang dinyatakan 

di atas. 

Defmisi 2.5.1 (Wong & Janteng, 2008) Suatu fungsi IE CsT (a, 13) jika dan hanyajika 

I 
(z/,(z))' 

(f(z) - I( -z))' I I a(z/'(z))' I 
1 < p (f(z) _ I(-z))' + 1 , zED. (2.12) 

Defmisi 2.5.2 (Wong & Janteng, 2008) Suatu fungsi IE CC T(a,p) jika dan hanyajika 

I (z/,(z)), 

(/(z) + I(i))' I a(z/,(z))' I 
1 <13 ,+1 , 

(/(z) + I(i)) 
ZED. (2.13) 

Defmi"i 2.5.3 (Wong & Janteng, 2008) Suatu fungsi IE Csc T(a,p) jika dan hanya 

jika 



I (zf'(Z))' I a(z!'(z))' 11 
~:-:----::;::;:::::;=':0' - 1 < P , + , 
(f(z) - f( -z)) (f(z) - f( -z)) 

zED. (2.14) 

2.6 Kdas Fungsi S*A(a) 

Owa dan Pascu (2003) telah memperkenalkan kelas S*A(a) dengan syarat-syarat 

o S a < 1 dan a < k S 1. Kelas S*A(a) terdiri daripada fungsi f yang dinyatakan 

dalam bentuk 

00 

fez) = ~+ I anz
n (2.15) 

n=O 

dengan an adalah nombor nyata bukan negatif. 

Kelas yang terdiri daripada fungsi yang diberikan oleh persamaan (2.15) 

disimbolkan sebagai A. 

Defmisi 2.6.1 (Owa & Pascu, 2003) Suatu fungsi f E S·i\(a) jika dan hanyajika 

(2.16) 

Owa dan Pascu (2003) juga membincangkan beberapa ciri-ciri bagi anggaran pekali, 

kebakbintangan dan kecembungan terhadap fungsi f yang dinyatakan dalam (2.15) 

bagi kelas S*,l(a). 



BAB3 

ANGGARAN PEKALI 

3.1 Pengenalan 

B~b ini memperkenalkan dua kelas barn iaitu kelas s/r((J) dan Sc ·r((J,k). Kajian 

terhadap kelas barn ini merupakan gabungan idea daripada Owa dan Pascu (2003) dan 

mempertimbangkan fungsi f € r. 

3.2 Kelas s/r(u) dan s/r(u,") 

Ddinisi 3.2.1 Suatu fungsi f esc· f(a) jika dan hanyajika fungsi tersebut memenuhi 

syarat 

I zf'(z} I I zf'(z) I 
fez) + f(i) + 1 < fez) + f(i) + (20' - 1) (3.1) 

1 
dengan 0 S (1 < 2 dan zED. 
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