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ABSTRAK 

Menerusi kajian yang lepas, spline tak polinomial kubik telah menunjukkan salah satu 
penyelesaian yang cekap dalam menyelesaikan sistem persamaan linear bagi masalah 
nilal sempadan dua titik peringkat kedua. Justeru itu, dalam disertasl Ini, kecekapan 
kaedah lela ran Pengenduran Berlebihan Berturut-turut Terubahsual dengan dua 
parameter berpemberat CA) dan l.cJ' bersama-sama dengan kaedah Ielaran Gauss-Seidal 
dan kaedah lelaran pengenduran ber1ebihan berturut-turut dikaji dalam menyelesaikan 
sistem persamaan linear bagl penyelesalan spline tak polinomial kublk. Untuk mencarl 
kaedah yang terbaik, tiga per1<ara yang dititikberatkan lalah bilangan lela ran yang paling 
minimum, masa leIaran yang paling pantas dan ralat mutlak makslmum yang paling 
minimum. Ujikajl berangka ke atas permasalahan juga diber1 untuk mengllustrasikan 
bahawa kaedah Ielaran pengenduran Berlebihan Berturut-turut Terubahsuai adalah lebih 
baik berbanding kaedah-kaedah lain yang terlibat dalam kajian inl. 
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Solving cubic non-polynomial spline to the solution of a system of second
order two point boundary-value problems using Modified Sua:esslve 

Over Relaxation (MSOR). 

ABSTRACT 

Based on previous studies, cubic non-polynomial spline has been shown to be one of 
effident solutions In solving any system of linear equations for second-order two point 
boundary value problems. According to the studies for this dissertation, the effidency of 
Modified Successive Overrelaxation (MSOR) method with two weighted parameter (a) and 
w I together with Successive Overrelaxation (SOR) method and Gauss-Siedal method are 
studied In order to solve linear systems of cubic non-polynomial spline solution. In order 
to get the best method, there are three things that have to consider which are the 
minimum number of iteration, the fastest time of iteration and the minimum error. 
Numerical experiments of a problem are also given to Illustrate that the Modified 
Successive Overrelaxation (MSOR) method are more superior compared with other 
tested methods. 
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BABI 

PENDAHULUAN 

1.1 Pengenalan 

Penyelesaian kaedah berangka diperf<enalkan untuk mengatasi keterOatasan kaedah 

analitik. Ini adalah kerana penyelesaian bagl masalah yang adakalanya yang sangat 

mudah tidak dapat diselesaikan secara analitlk. Maka, kaedah berangka 

dipel'1<enalkan. Selain daripada memberikan percubaan penyelesaian berangka 

kepada masalah yang tidak mempunyai penyelesaian analitik, kaedah Inl juga dipilih 

untuk menyelesaikan masalah yang rumit (Ab. Rahman, 1990). 

Kaedah berangka merupakan kaedah altematif yang memberikan suatu 

penyelesaian hamplran kepada suatu masalah matematik atau kejuruteraan (Arlffin &. 

Shahrlr, 2000). Penyefesaian kaedah berangka yang mefibatkan masalah nilal 

sempadan dua titik linear dan tidak linear mempunyal kepentingan yang meluas 

merangkumi semua aspek dan aplikasi yang dlgunakan pada dunla salntiflk sekarang 

(Atay &. Coskun, 2008). Sehubungan dengan ltu, perblncangan kajian Inl dilakukan 

untuk mengkajl penyefesaian kaedah berangka yang digunakan untuk menyelesaikan 

masalah nilai sempadan dua titik linear menggunakan penyelesaian kaedah spline tak 

poIinomiai perlngkat kedua. 

Menurut Devore & Ron, pada tahun 1964, bapa spline iaitu Iso Schoenberg 

telah mendpta perkataan spline. Ia juga dinyatakan di dalam kajian Barrodale &. 

Young (1966). Interpolasl spline terbahagi kepada banyak bahagian yang telah 

dibezakan mengikut darjah dan terbitan yang berbeza bagl setiap jenls spline dan Ia 

juga telah berkali-kali dibincangkan dalam permasalahan masa kinl. 
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Masalah nilai sempadan lalah merupakan sistem eli mana persamaan terbitan 

biasa dengan penyelesaian dan nilai terbitan adalah spesifik lebih dan satu titik dan 

kebiasaannya, masalah nilai sempadan dua titik adalah penyelesaian dan nilai 

terbitan pada dua titik yang dipanggil titik sempadan (Gladwell, 2008). Terdapat 

beberapa kaedah yang terkenal bagi menyetesaikan masatah nna' sempadan seperti 

k.aedah tembakan dan k.aedah beza terhingga. Kaedah tembakan pula dapat 

dilakukan sarna ada dengan cara newton atau sekan. Kaedah ini dapat 

menyetesaikan masalah nilai sempadan berbentuk linear dan tidak linear, tetapi 

kaedah ini tidak. stabil untuk. semua masalah. Maka, kaedah yang ~h ba\k \alah 

k.aedah beza terhingga. 

1.2 Pengenalan Kepada Konsep Persamaan Terbitan 

Persamaan terbitan wujud dengan masalah yang sangat banyak dan tidak dijangka 

dalam suatu bidang kejuruteraan serta bidang matematik yang sangat luas dan 

digunakan dalam bidang matematik gunaan, matematik tulen dan filik. Ianya 

memainkan peranan penting dalam pemodetan bagi setiap masalah flzikal, teknikal, 

ataupun proses bdogikal (Ab. Rahman, 1990). 

1.2.1 Jenis-Jenis Persamaan Terbitan 

Persamaan terbitan merupakan sebarang persamaan yang membabitkan terbitan 

biasa suatu fungsi yang belum diketahui bentuknya. Contoh-cnntoh persamaan 

terbitan ialah persamaan terbitan biasa, persamaan terbitan separa, persamaan 

terbItan lengah, persamaan terbitan stDkastik dan persamaan terbitan algebra (Ab. 

Rahman, 1990). Pembahagian utama adalah persaman terbitan biasa dan persamaan 

terbitan separa yang diaplikasikan pacta hari ini. Nilai awalan bagi persamaan terbitan 

biasa dan separa adalah selalu digunapakai dalam bentuk matematik dalam sains dan 

kejuruteraan. 

Persamaan terbitan biasa adatah di mana terdapat hanya satu sahaja 

pembolehubah tak bersandar terlibat dan terbitan biasa wujud. Sebaliknya, jika 

terdapat lebih dali satu pembolehubah tak bersandar terfibat dan terbitan separa 

wujud, maka persamaan temitan in! dikenali sebagai persamaan temitan separa. 
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A. Persamaan Terbitan liasa 

Persamaan terbitan biasa per1u dibentuk apabila persamaan tersebut hanyalah satu 

hubungan antara pembolehubah yang nyata x, pembolehubah yang bersandar y, 

dan sekurang-kurangnya satu sebutan i.y".-. y(n) bagi fungsi y sert:a bebas dart 

terbitan atau pembezaan. Penyelesaian am atau penyelesaian itlak mempunyai 

bilangan pemalar sebarangan yang sarna clengan peringkat persamaan pembezaan. 

Penyelesaian khusus persamaan terbitan adalah bebas dari pemalar sebarangan. 

Hubungan ~n teronan tjasa \n\ dapat ditu'\S pada amnya, sebagai 

F( ." (IO» 0 x,y,y.y ..... y = (1.1) 

Persamaan im dikatakan linear jika F ialah suatu fungsi linear terhadap 

pembolehubah y. y: y"'._. y(n). F bagi persamaan {t.l} juga adalah nilai fungsi 

nyata dan pembolehubah-pembolehubah n + 2 iaitu x. y. y: y -: ...• y(n). Anggapan 

yang mungkin bagi menyelesaikan masalah persamaan terbitan biasa dalam bentuk 

persamaan (l.l) ialah untuk terbitan i") yang tertinggi dalam istilah dari 

pembolehuba~boIehubah n + 1 adalah seperti berikut: 

(l.la) 

dengan f adalah fungsi yang diketahui dari x.y.y',y", .... y(_I). PengeIasan 

persamaan terbitan biasa yang terpenting sekali adalah berdasarkan kepada sifat 

persamaan tersebut, iaitu sarna ada sesuatu persamaan itu linear atau tidak linear. 

Umumnya, persamaan terbitan biasa peringkat ke-n dikatakan linear jika y dan 

semua terbitannya (tetapi bukan x) WUjud secara linear. Persamaan terbitan biasa 

ke-n yang am dapat ditulis sebagai 

a.(x)y(n} + Cln_l(X)y(n-l) + _+ ao(x)y = Q(x) (l.2) 

FungsHungsi a j (x), 0 S j S n adalah d\sebut pekali daripada persamaan. Jika 

persamaan adalah ditentukan, anggapan yang mungkin adalah Do (x) ~ 0 dalam apa 

jua bentuk seIang. Persamaan (1.2) adalah disebut persamaan homogen jika 
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Q{x) = o. Manakala, jilca Q{x) ~ O. maka persamaan (1.2) adalah dikatakan menjaci 

persamaan bukan homogen dan Q{x) adalah disebut istilah bukan homogen. 

B. Persamaan Terbitan Separa 

Persamaan terbitan separa merupakan suatu hubungan yang melibatkan fungsi yang 

tidak diketahui dengan beberapa pembolehubah tidak bersanclar dan pembezaan 

separanya adaJah terhadap pembolehubah-pembolehubah tersebut. Persamaan 

terbitan separa adalah merupakan persamaan yang memnpunyai terbitan yang 

berdarjah tlnggi. Persamaan terbitan separa dapat dinyatakan secara amnya seperti 

berikut: 

&(x.y) =0 
Ox 

(1.3) 

Hubungan bagi persamaan (1.3) tersebut menunjukkan bahawa nilaktilai 

u( x. y) adaJah tidak bersandar terhadap x Oleh itu, penyelesaian amnya ialah 

u(x.y) = l(y) 

dengan f ia"'h fungsi terbezakan bagi y. Persamaan terbitan biasa yang sesuai untuk 

Ires ini ialah 

du 
-=0 
dx 

yang mempunyai penyelesaian 

u(x) =d 

(1.4) 

(1.5) 

dengan d ialah nilal pemalar yang tidak bersandar terhadap x Perbanamgan antara 

penyelesaian am terbitan biasa dan penyelesaian am t:erbit.an separa laIah 

penyefesaian am bagi persamaan terbitan biasa melibatkan pemalar yang 

tBbezalcan, manakala penyeiesaian bagt persamaan terbitan separa melibatkan 

fungsi yang terbezakan dan mempunyal penyelesaian yang tidak unik. Maka, 

4 



persamaan terbitan separa mempunyai syarat-syarat sempadan eli mana 

penyelesaian tersebut boIeh ditakrifkan. 

Berikut merupakan beberapa contoh bagi persamaan perbezaan separa 

(Zalnor Rizduan, 2008) 

(I) Persamaan T erbitan Separa Parabollk 

Persamaan parabolik memperihalkan pengaliran haba dan proses 

pembauran dan memenuhl syarat B2 - 4AC = O. 

(il) Persamaan Terbitan Separa Hiperbolik 

Persamaan hiperbolik mempenhalkan sistem bergetar dan gerakan 

geIombang yang memenuhi syarat 62 - 4AC > O. 

(iii) Persamaan Terbitan Separa Eliptik 

Persamaan eliptik memperihalkan fenomena keadaan mantap dan 

memenuhi syarat B2 - 4N: < O. 

1.2.2 Masalah Hilai Sempadan Oua Tltik 

Masalah sempadan dua titik. selalunya ditemui dalam bidang kejuruteraan dan sains 

dan penyelesaiannya tidaklah begitU mudah. Masalah nilai sempadan dua tibK 

mugkln mempunyai tiada penyelesaian atau satu penyelesaian atau banyak 

penyelesaian dan ianya terbahagi kepada linear dan tidak linear. Contoh bagi 

masalah sempadan dua titik yang linear adalah seperti: 

y. + f{x}y+ g(x}y=r{x} 
(1.5) 

dengan syarat sempadan 

y(x.}=b 

Sementara itu, y(xo) adaIah sempadan titik awal iaitu diwakili oIeh a dan y{x.) 

adalah sempadan titik akhlr diwakili oleh b dalam suatu selang bagi masalah 

sempadan dua titik (Albasiny &. Hoskin, 1969). 
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1.3 Pemerihalan Konsep Matematik Asas 

Konsep matematik asas diperfukan untuk menyelesaikan sist.em persamaan 

pembezaan peringkat kedua dalam kajian into ContofH:ontoh konsep matematik asas 

yang diperkenalkan adalah seperti persamaan terbitan, mabiks cdgebra, sistem 

persamaan linear dan kembangan sin Taylor. 

PencflSkretan kembangan siri Taylor mempunyai dua fasa. Fasa pertama 

melibatkan pendiskretan sistem persamaan pembezaan peringkat kedua yang tak 

linear, manakala rasa kedua pula, melibatkan kaedah Newton bagi menurunkan 

pendiskretan fasa pertama kepada sistem persamaan linear. Apabila fasa kedua 

selesal, maka beberapa konsep asas matriks dlperfukan untuk menyelesaikan suatu 

sistem persamaan linear yang diperoleh dalam bentuk matriks. 

1.4 Konsep Asas Mama Algebra 

MatJiks merupakan satu tatasusun segiempat tepat nombor-nombor dalam bentuk 

lajur dan bans yang dipagan oIeh tanda kurungan atau parentesis. Matliks dapat 

digunakan untuk merungkapkan sistem persamaan linear. Sehubungan dengan itu, 

matriks boteh melakukan operasi penambahan, penoIakan, dan pendaraban seperti 

persamaan matematilc biasa. Matriks algebra mempunyai nombor-nombor nyam atau 

nombor-nombor kompleks. Matriks nyata aclalah nyata apabila nombor-nombor yang 

disusun adaiah nombor nyata. Manakala, jika susunan nombor melibatkan nombor 

kompleks, maka ia dipanggil matriks kompleks. Justeru itu, pelbagai masalah teknikal 

dapat disefesaikan dengan mudah menerusi penggunaan mabiks. 

Suatu matriks dengan bans mdan lajur nyang disusun dipanggU matriks 

m x n di mana m dan n dikatakan dimensi bagi matriks tersebut. Dimensi mabiks 

tersebut dinyatakan di dalam baris dahuJu dan diusuli dengan bilangan lajur. Tertib 

atau saiz sesuatu matriks dinyatakan sebagai m x n. Apabila bans m dan lajur n 

adalah sama bilangannya, maka, matriks ini dikenali sebagal matriks segiempat sarna 

dan dapat ditakrifkan sebagai n x n atau matriks tertib n. Perhatikan suatu matriks 

A .... yang dinyatakan sebagai: 
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lA.l Matriks Baris Dan Lajur 

MatJiks bans merupakan matriks yang mempunyai satu bans sahaja pada penngkat 

I x n, manakala matriks lajur pula merupakan matriks yang mempunyai satu lajur 

sahaja pada peringkat m x I • Matriks lajur dan matriks bans masing-masing dikenali 

sebagai vektor baris dan vektor lajur dengan menggunakan rnatriks dalam 

mentakrifkan vektor. Maka, unsur-unsur (i.j) dikatakan komponen vektor bagi vektor 

baris dan vektor lajur. Vektor baris, T dan vektor lajur, 5 dinyatakan masing-masing 

sebagal: 

dan 

St 

s= 
S2 

s", 

1.4.2 Matriks Segiempat Sama 

Matriks segiempat sarna A boIeh dibahagikan kepada tiga bahagian iaitu, bahagian 

segitiga atas, bahagian pepenjuru, dan bahagian segitiga bawah. Jika A = [ali]' 
maka, 

{ 

bahagian segitiga atas jika i < J 
aL} adalah berada didalam bahagian pepenjuru atas jika i = j 

bahagian segitiga bawah jika t > J 
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1.4.3 Matriks Pepenjuru 

Suatu n x n matriks D = [djjJ adalah dipanggiJ mabiks pepenjuru jika d jJ = 0 bag; 

i :I: J • ini bermaksud bahawa unsur-unsur yang tidak bemilai sitar hanya berada di 

pepenjuru matriks segiempat sarna. Oengan kata lain, pemasukan yang tidak terletak 

pada pepenjurunya adalah merupakan unsur-unsur sitar. Bentuk matriks pepenjuru 

D adalah seperti: 

dll 0 0 0 
0 dn 0 0 

D= 0 0 d33 0 
. . 

0 0 0 d"" 

atau boIeh ditulis juga sebagai 

1A.4 Matriks tiga pepenjuru 

Matriks tiga pepenjuru ialah matriks dengan unsumya mempunyai tiga pepenjuru 

yang bukan sitar dan selainnya ialah sitar. Ini bermaksud bahawa unsur-unsur yang 

tidak bemilai sifar hanya berada di tiga pepenjuru rnatriks segiempat sarna. Dengan 

kata lain, pemasukan yang tidak terletak pada pepenjurunya adalah merupakan 

unsur-unsur sitar. Matrik tiga pepenjuru dapat dinyatakan sebagai: 

B= 

a b 
cab 

cub 
-. -. 

C Q b 

C Q 
11)(11 
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1.4.5 Matriks Segitiga atas 

Suatu n x n mabiks A = [a ij] adalah dipanggil mabiks segitiga atas jika a ij = 0 

untuk ; = j dan ; > j . Matriks ini boleh ditakrifkan sebagai: 

0 0'2 0'3 0'4 a,. 
0 0 023 0 24 0 211 

0 0 0 034 0 311 A= 
0 0 0 0 . 

0.11 

0 0 0 0 0 

1.4.6 Matriks Segitiga Bawah 

5uatU nx n matliks A = [oij] adalah dipanggil matriks segitiga bawah dengan 

mabiks yang unsur- unsur adalah sifar, 0iJ = 0 untuki = j dan ; < j .Matriks segitiga 

baWah 8 boIeh ditakriHcan sebagai: 

0 0 0 0 0 

0 21 0 0 0 0 

~I ~2 0 0 0 
B= 

0.1 ~2 ~3 0 0 

0 

~I ~I ~I ~I 0 

lA.7 Matriks Jacobian 

Mabiks Jacobian mempunyai komponen-komponen yang diterbitkan pada petingkat 

pertama bagi setiap fungsi terhadap setiap pembolehubah yang tertcandung di dalam 

fungsl ber1cenaan. Secara umumnya, matrfks JacobIan adaIah berbentuk: 
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Of. Of. Of. 

Ox, Oxz Ox. 
Ofz iJfz iJfz 

J(x) = Ox, Ox, Ox", , 

of" of" of" 
Ox, Ox2 Ox. 

dengan 

lA.8 Matriks ldentiti 

Suatu matriks pepenjuru dengan du = 1 bagi semua t dikenali sebagai matriks 

identiti L Matriks identiti merupakan matriks segiempat sarna yang unsur-unsur 

pepenjurunya bemifaf satu dan unsur-unsur fain adafah bemifai sitar. Matriks fdentitf 

cfrt:.andakan oIeh I dan dapat cfiringkaskan sebagai 1" = ~ If J dengan peringkat matriks 

Identiti adafah ft. Matriks identiti I altakrifkan sebagai: 

1 0 0 

0 1 0 
1= . . . . ~ 

0 0 1 --
lA.9 Matriks Transposisi 

Katakan A = (aij) suatu matriks mxn. Matriks baru bagi transposisi matriks A 

peringkat m x n ialah suatu matriks peringkat n x m yang ditandakan sebagai matriks 

AT yang dibentuk dengan saling menukar komponen-komponen baris kepada lajur 

dan sebaliknya. Pertimbangkan matriks A sebagai: 
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A= 

0"", "'XII 

dan matriks transposisinya ditakriftcan sebagai: 

CJ __ 

lA.10 Matrtks Simetrt 

Suatu rnatriks segi empat sarna A = (ail) itu disebut simebi jika, 

AT=A 

dengan AT merupakan matriks transposisi bagi A. 1m bermaksud pemasukan (l,J) 

daripada AT ialah ail dan pemasukan (i,j) daripada A ialah ali. Maka, dengan 

menggunakan kesamaan matriks, 

dimana, kawasan bawah segitiga adalah pantulan simetri daripada kawasan atas 

segitiga oIeh kawasan pepenjuru. Juga bermakna bahawa A adalah suatu matTiks 

segi empat sarna dan setiap pasangan pemasukan yang bersimetri terhadap 

pepenjuru A adalah sarna. 

1.5 Kepelbagaian Interpolasi PoIinomial 

T erdapat dua jenis interpoIasi yang selalu digunakan iaitU interpoIasi poIinomiai dan 

interpolasi tak poIinomial. Interpolasi poIinomial ialah rnasalah untuk membentuk 

satu fungsi yang dipunyal oIeh satu ruang dimensi linear yang mudah dan terbatas 

daripada satu set data yang diberi (Gasca &. Sauer, 2000). Misalnya i1lterpolasi 

polinomial yang sering dtgunakan adaiah interpolasi Newton, interpolasi Stirling dan 

interpolasi Lagrange. 
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Interpolasi Newton terbahagi kepada dua iaitu interpolasi NewtDn bela depan 

dan interpolasi Newton bela belakang. Kedua-dua interpoCasi Newton ini sangat 

sesuai dengan pengoIahan data pada bahagian awal dan bahagian akhir sesuatu 

jadual. Berikut merupakan persamaan poIinomial intElpotasl Newton bela depan dan 

persamaan poIinomial interpolasi Newton beza beakang. 

Persamaan poIinomiallnterpoiasi Newton bela depan adalah 

P) 
rAYl r(r-l) A2 r(r-n+l) .... (r-l) Air 

.(x =Yl +--+ ilYl +_.+ il Yk' 
l! 2! n! 

dengan r= (x-x.) 
h 

Manakala persamaan poIinomial interpolasi Newton bela belakang adalah 

rVytc r(r - 1) 2 r(r - n + 1) ... (r - 1) n 
Pn (x) = Ytc + 1'l + 2l V Yk + ... + nl V Yk 

dengan r = (x-x .. ) • 
h 

(1.6) 

(1.7) 

Manakala interpolasi Stiffing pula cIapat digunakan bagi pengoIahan data di 

bahagian tengah jadual. Kaedah interpolasi lagrange sebenamya sarna dengan 

kaedah interpolasi Newton dan cuma bentuknya bel1ainan. Interpolasi lagrange 

dikenali dengan tanda U(x) iaitu pendarab Lagrange dan poIinomial interpotasinya 

bergantung kepada bliangan titlk yang cDambll iaitu 

dengan LI(x) = (.x-xO)(.x-x1)···(.x-X/-l)(x-.xI+l)···(.x-.x.) • 
(XI -xo)(x/ -x.) .... (x/ -x/-l)(.x-xl+.) ... (x/ -x.) 

(1.8) 

Ia boIeh mengelakkan pengiraan beza terhingga kerana proses ini melibatkan 

pengiraan secara berperingkat yang boIeh menyebabkan kecuaian pengiraan tanpa 

disedari. 
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