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ABSTRAK 
 

Persamaan terbitan biasa peringkat pecahan telah menjadi tumpuan di kalangan 

penyelidik untuk memperihalkan pelbagai masalah yang berkaitan dengan sains, 

ekonomi dan kejuruteraan. Oleh itu, permasalahan yang dipertimbangkan dalam 

kajian ini adalah masalah nilai sempadan dua titik peringkat pecahan menerusi 

persamaan terbitan biasa pecahan-tunggal dan ganda-dua. Untuk menyelesaikan 

permasalahan kajian yang dipertimbangkan, terdapat beberapa kaedah berangka 

yang telah digunakan berdasarkan kajian sebelum ini seperti kaedah unsur terhingga, 

kaedah beza terhingga, dan kaedah isi padu terhingga. Berpandukan kepada sorotan 

kajian terdahulu, kaedah beza terhingga merupakan salah satu kaedah seringkali 

digunakan dalam kaedah berangka untuk menyelesaikan permasalahan persamaan 

terbitan biasa peringkat pecahan. Justeru itu, permasalahan kajian ini telah 

didiskretkan dengan menggunakan kaedah beza terhingga dan skema pengoperasi 

terbitan Caputo untuk mendapatkan persamaan penghampiran beza terhingga 

Caputo yang sepadan bagi kes sapuan penuh, separuh, dan suku dan kemudiannya 

membentuk sistem persamaan linear yang sepadan. Seterusnya ciri-ciri matriks 

pekali bagi sistem persamaan linear yang telah dibentuk adalah bersifat jarang dan 

berskala besar. Untuk mendapatkan penyelesaian hampiran bagi sistem linear 

tersebut, kaedah lelaran dipertimbangkan sebagai kaedah penyelesaian yang mana 

kaedah yang dipertimbangkan ialah famili kaedah lelaran Gauss-Seidel (GS), kaedah 

lelaran titik pengenduran berlebihan berturut-turut (SOR), dan kaedah lelaran blok 

khususnya 4-titik Kumpulan Tak Tersirat  pengenduran berlebihan berturut-turut 

(4EGSOR) dan dilaksanakan bersama-sama dengan pendekatan konsep sapuan 

penuh, separuh dan suku. Sejajar dengan usaha untuk mendemonstrasikan 

kecekapan pengiraan bagi ketiga-tiga famili kaedah lelaran tersebut, tiga contoh 

permasalahan kajian bagi setiap persamaan terbitan biasa peringkat pecahan yang 

telah dipertimbangkan. Berdasarkan keputusan ujian berangka yang diperolehi telah 

menunjukkan bahawa kaedah lelaran blok merupakan kaedah lelaran yang lebih 

cekap berbanding dengan kaedah lelaran titik apabila kriteria bilangan lelaran dan 

masa lelaran dipertimbangkan. Seterusnya, keputusan berangka bagi ketiga-tiga 

kaedah lelaran sapuan tersebut telah menunjukkan bahawa pelaksanaan kaedah 

lelaran sapuan suku (QS) merupakan kaedah lelaran yang lebih cekap berbanding 

dengan kaedah lelaran sapuan penuh (FS) dan sapuan separuh (HS) dalam 

menyelesaikan kedua-dua permasalahan persamaan terbitan biasa tersebut. Walau 

bagaimanapun, secara keseluruhannya kaedah lelaran QS4EGSOR adalah yang lebih 

cekap dari segi bilangan dan masa lelaran dalam menyelesaikan permasalahan 

persamaan terbitan biasa pecahan-tunggal dan pecahan-ganda dua. 
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ABSTRACT 
 

EFFICIENCY OF CALCULATION FAMILY BLOCK SOR ITERATIVE METHOD 

WITH CAPUTO’S SCHEME TO SOLVE THE FRACTIONAL TWO POINT 

BOUNDARY VALUE PROBLEMS 

 

The ordinary differential equation has become a focus among researchers to explain 

various problems related to science, economics and engineering. Therefore, the 

problems considered in this study are the fractional order two-point boundary value 

problem via the single-fractional and double-fractional ordinary differential equation. 

To solve these problems being considered, there are several methods that have been 

used based on previous studies such as the finite element method, finite difference 

method, and finite volume method. Based on the previous studies, finite difference 

method is one of the most frequently used in numerical methods to solve the 

fractional order ordinary differential equation problems. Because of that, the 

proposed problems of this study have been discretized by using the finite different 

method together with the Caputo’s derivative operator scheme to generate the 

corresponding Caputo finite difference approximation equations in cases of full-, half- 

and quarter-sweep through then to form the corresponding linear system. 

Furthermore, the characteristics of the coefficient matrix of the linear system has 

large scale and sparse. In order to obtain an approximation of the solution linear 

systems, iterative methods have been considered as a linear solver where the 

iterative method considered namely the family of Gauss-Seidel (GS) iterative 

methods, family of Successive Over Relaxation (SOR) iterative methods and family 

of 4-point Explicit Group Successive Over Relaxation (4EGSOR) iterative methods in 

which these iterative families have been also implemented together with the concept 

of full-, half- and quarter-sweep iteration. In order to demonstrate the computational 

efficiency of the family iterative methods, three examples of proposed problems for 

each differential equation have been considered. Based on the numerical results 

obtained, it has been shown that the block iterative methods are more efficient than 

the point iterative methods in terms of the number of iterations and computational 

time. Furthermore, numerical results for these three sweep iterative nethods have 

shown that the implementation of the quarter-sweep (QS) iterative method is the 

most efficient iterative method as compared with the full-sweep (FS) and halfway 

(HS) iterative methods in solving both ordinary differential equations. Based on the 

numerical result, we can conclude the QS4EGSOR iterative method is the most 

efficient iterative method in terms of the number iterations and computational time 

in solving the single-fractional and double-fractional ordinary differential equations. 
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PENDAHULUAN 
 

 

 

1.1 Pengenalan 

 

Dalam beberapa tahun ini, kajian-kajian yang melibatkan permasalahan nilai 

sempadan dua titik peringkat pecahan menunjukkan peningkatan bilangan kajian 

yang mendadak menerusi penggunaan kaedah berangka (Kou dan Zhang, 2007) 

yang mana peningkatan tersebut telah menyelesaikan pelbagai masalah model 

matematik dalam bidang sains, kejuruteraan dan ekonomi (Sontakke & Shaikh, 

2015). 

Impak daripada peningkatan tersebut, kajian terhadap masalah nilai 

sempadan dua titik peringkat pecahan semakin berkembang. Berdasarkan sorotan 

kajian sebelum ini, tidak banyak kajian yang dilakukan terhadap masalah nilai 

sempadan dua titik peringkat pecahan. Walau bagaimanapun, beberapa penyelidik 

telah melakukan kajian mengenai permasalahan nilai sempadan dua titik peringkat 

pecahan iaitu Fix dan Roof (2004), Zhang (2009) dan Stynes dan Gracia (2015). 

Tambahan pula, kajian terperinci telah dilakukan oleh Sunarto et al., (2013, 2014, 

2015a, 2015b) yang mempertimbangkan masalah nilai sempadan dengan 

membabitkan persamaan terbitan separa parabolik dan kemudiannya ia digunakan 

untuk mendapatkan persamaan penghampiran. Seterusnya sistem persamaan linear 

dapat dibentuk dan diselesaikan dengan menggunakan famili kaedah lelaran bagi 

mendapatkan penyelesaian hampiran (Youssef, 2012).  

Justeru itu, kajian ini akan mengembangkan kajian yang telah dilakukan oleh 

Sunarto et al., (2015b) kepada masalah nilai sempadan dua titik peringkat pecahan 

pada persamaan terbitan biasa peringkat pecahan seperti berikut (Alkan et al., 2016): 

𝑑(𝑥)𝐷𝛽𝑢(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑢′′(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢′(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥),    𝑥 ∈ [𝜂, 𝛾] (1.1) 

di mana fungsi 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥) 𝑑(𝑥), dan 𝑓(𝑥) adalah fungsi yang diketahui. 

Persamaan (1.1) juga merupakan persamaan terbitan biasa peringkat pecahan. 

Untuk menyelesaikan persamaan ini, skema pengoperasi beza depan dan skema 

pengoperasi terbitan Caputo perlu dipertimbangkan semasa proses mendapatkan
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persamaan penghampiran Caputo seterusnya membentuk satu sistem persaman 

linear yang sepadan.   

Daripada sistem linear yang dibentuk, terdapat dua pendekatan kaedah 

penyelesaian yang boleh dipertimbangkan iaitu famili kaedah terus (Conte dan de 

Boor, 1980) dan famili kaedah lelaran (Young, 1971). Namun berdasarkan ciri-ciri 

matriks yang dibentuk menunjukkan kaedah lelaran adalah yang sesuai digunakan 

untuk menyelesaikan permasalahan dalam kajian ini. Hal ini kerana ciri-ciri matriks 

yang dibentuk daripada persamaan linear sistem mempunyai saiz yang berskala 

besar dan bersifat jarang yang mana tidak sesuai menggunakan kaedah terus.  

Justeru itu, kajian ini memberi tumpuan kepada famili kaedah lelaran titik 

pengenduran berlebihan berturut-turut (SOR) dan famili kaedah lelaran blok iaitu 

kumpulan tak-tersirat pengenduran berlebihan berturut-turut (EGSOR). 

 

 

1.2 Kepelbagaian Persamaan Terbitan Biasa 

 

Dalam kajian ini, permasalahan persamaan terbitan biasa peringkat pecahan 

dipertimbangkan untuk mendapatkan persamaan penghampiran beza terhingga 

Caputo dalam menyelesaikan masalah nilai sempadan dua titik peringkat pecahan-

tunggal bagi permasalahan pertama dan pecahan-ganda dua bagi permasalahan 

kedua. Namun terlebih dahulu persamaan terbitan biasa dibincangkan dengan lebih 

lanjut dalam bahagian ini sebelum perbincangan dilanjutkan kepada persamaan 

terbitan biasa peringkat pecahan yang akan dikupas dengan lebih lanjut dalam Bab 

3. 

Persamaan terbitan biasa memainkan peranan yang amat penting dan 

digunakan dalam pelbagai bidang matematik seperti matematik gunaan, matematik 

tulen, matematik fizik dan matematik kejuruteraan (Chicone, 2006). Salain itu, 

persamaan terbitan biasa tidak seperti persamaan aljabar yang lain di mana bentuk 

persamaannnya adalah melibatkan fungsi dan bukan hanya nombor dan mewakili 

kuantiti secara berterusan untuk mengubah kadar perubahan dalam kajian. 

Pada asasnya, persamaan terbitan biasa merupakan satu persamaan yang 

mengandungi satu atau lebih syarat yang melibatkan satu pembolehubah 𝑢 yang 

bergantung dengan pembolehubah tak bersandar, 𝑥 seperti 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 2𝑥. 

Setiap persamaan terbitan biasa boleh diklasifikasikan berdasarkan ciri-ciri 
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dan fungsi masing-masing. Antaranya ialah persamaaan terbitan biasa peringkat 

linear ataupun tak linear. Maka pelbagai kaedah berangka yang boleh 

dipertimbangkan untuk mendiskretkan persamaan terbitan seperti kaedah beza 

terhingga (KBT) (Suchde dan Kuhnert, 2019), kaedah isipadu terhingga (Feng et al., 

2015), kaedah unsur terhingga (Jin et al., 2016) dan kaedah pendiskretan kubik B-

splin (Suardi et al., 2017). Walau bagaimanapun, kajian ini hanya menghadkan 

perbincangan kepada kaedah beza terhingga bersama dengan skema pengoperasi 

Caputo dalam proses pendiskretan.  

Selanjutnya, persamaan terbitan biasa peringkat integer merupakan 

persamaan yang mempunyai satu pembolehubah nyata tak bersandar 𝑥 dan 

pembolehubah bersandar 𝑢 dengan menghasilkan terbitan tersebut 𝑢′, 𝑢′′, … , 𝑢(𝑛) di 

mana semua terbitan adalah terhadap 𝑥 dan 𝑛 adalah sebarang integer positif. Oleh 

itu, persamaan terbitan biasa linear dan tertib 𝑘𝑒 − 𝑛 dinyatakan seperti berikut 

(Stretter, 1973): 

 𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑢′, 𝑢′′, … , 𝑢(𝑛)) = 0     (1.2) 

dengan 𝐹 mewakili fungsi nilai nyata dari pembolehubah-pembolehubah 𝑛 + 2 iaitu 

𝑥, 𝑢, 𝑢′, 𝑢′′, … , 𝑢(𝑛−1) yang memberi makna ia akan melibatkan terbitan satu atau 

lebih pembolehubah bersandar terhadap satu pembolehubah tak bersandar dalam 

persamaan terbitan biasa peringkat integer. Daripada persamaan (1.2), persamaan 

terbitan biasa peringkat 𝑘𝑒 − 𝑛 juga dapat dituliskan semula: 

𝑢(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑢′, 𝑢′′, … , 𝑢(𝑛−1)) (1.3) 

dengan 𝑓 adalah fungsi yang diketahui. Selain daripada persamaan terbitan biasa 

dapat dinyatakan dalam peringkat tertinggi, persamaan terbitan biasa juga terbahagi 

kepada dua kategori iaitu persamaan terbitan linear dan tak linear.  

Berdasarkan persamaan (1.3), persamaan terbitan linear bagi peringkat 𝑘𝑒 − 𝑛 dapat 

dinyatakan seperi berikut: 

𝑎0(𝑥)𝑢
𝑛 + 𝑎1(𝑥)𝑢

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛(𝑥)𝑢 = 𝑟(𝑥)          (1.4) 

dengan fungsi terhadap pembolehubah 𝑥 yang disebut sebagai pekali persamaan 

iaitu 𝑎𝑗(𝑥), 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 dengan anggapan apa jua bentuk selang 𝑎0(𝑥) ≠ 0 pada 

persamaan adalah ditentukan. 

 Manakala persamaan tak linear pula, fungsi tak linear daripada 

pembolehubah bersandar atau terbitannya seperti sin𝑦 ataupun 𝑒𝑦 tidak boleh hadir 

di dalam persamaan seperti (Zill dan Cullen, 2005): 
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Jadual 1.1: Persamaan tak linear 

Contoh Persamaan Tak linear Peringkat 

1 (1 − 𝑢)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 2𝑢 = 𝑒𝑥 Pertama 

2 
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ sin(𝑢) = 0 Kedua 

3 
𝑑4𝑢

𝑑𝑥4
+ 𝑢2 = 0 Keempat 

 

di mana Contoh 1 dikategorikan sebagai persamaan terbitan biasa tak linear apabila 

pekali yang bergantung kepada 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 iaitu (1 − 𝑢) yang muncul dalam persamaan. 

Sama seperti Contoh 2 turut dikategori tak linear kerana kehadiran sebutan sin (𝑢) 

dalam persamaan dan Contoh 3 dikategorikan tak linear kerana kuasa yang bukan 

satu dan 𝑢2 wujud dalam persamaan. 

 Selain itu, persamaan terbitan biasa juga dapat ditentukan sama ada 

persamaan yang homogen ataupun tak homogen. Sekiranya 𝑟(𝑥) = 0 pada 

persamaan (1.4), maka dianggap sebagai persamaan homogen dan persamaan 

tersebut tak homogen jika 𝑟(𝑥) ≠ 0 (Zill dan Cullen, 2005). 

 Dapat diperlihatkan Jadual 1.1, persamaan terbitan biasa memiliki pelbagai 

peringkat. Menurut Rashidina dan Jalilian (2009), persamaan terbitan biasa bagi 

peringkat pertama dan kedua masing-masing dapat ditulis dalam persamaan seperti 

berikut: 

𝑎1(𝑥)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑎0(𝑥)𝑢 = 𝑔0(𝑥) (1.5) 

𝑎2(𝑥)
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑎1(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑎0(𝑥)𝑢 = 𝑔1(𝑥) (1.6) 

dengan persamaan (1.5) mewakili peringkat pertama dan persamaan (1.6) peringkat 

kedua. 

Dapat diperhatikan bahawa kedua-dua persamaan terbitan ini adalah 

peringkat integer. Selain itu, wujud ciri-ciri untuk mengenalpasti persamaan terbitan 

biasa iaitu pembolehubah bersandar 𝑢 dan semua terbitan 𝑥, 𝑢, 𝑢′, 𝑢′′, … , 𝑢(𝑛) adalah 

berdarjah satu. Sebaliknya pekali persamaan 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 bergantung kepada 

pembolehubah tak bersandar 𝑥. 

Perlu ditegaskan bahawa kajian ini hanya memberi tumpun kepada 

perbincangan untuk mengembangkan persamaan terbitan terbitan biasa peringkat 


