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ABSTRAK 

Penyelesaian berangka bagi permasalahan nilai sempadan telah membuka peluang 

kepada para penyelidik untuk menyelesaikan pelbagai permasalahan yang berkaitan 

dengan bidang sains, ekonomi dan kejuruteraan. Dalam menyelesaikan masalah 

tersebut, terdapat beberapa jenis interpolasi yang telah digunakan dan 

dipertimbangkan seperti interpolasi polinomial, splin dan B-splin. 

Walaubagaimanapun, sorotan kajian terdahulu menyatakan bahawa kaedah B-splin 

adalah kaedah yang lebih efisien berbanding dengan kaedah interpolasi tersebut. 

Justeru itu, kajian ini cuba memfokuskan penggunaan skema pendiskretan B-splin 

kubik bagi kes sapuan penuh, separuh dan suku dalam menyelesaikan masalah nilai 

sempadan satu matra. Terdapat dua jenis masalah nilai sempadan satu matra yang 

ditonjolkan dalam kajian ini iaitu masalah nilai sempadan dua titik dan persamaan 

resapan satu matra. Kedua-dua permasalahan kajian tersebut telah dipertimbangkan 

dalam proses pendiskretan di mana skema pendiskretan B-splin kubik telah 

digunakan untuk menerbitkan persamaan penghampiran B-splin kubik yang 

sepadanan bagi kes sapuan penuh, separuh dan suku. Kemudiannya, ketiga-tiga 

persamaan penghampiran yang diperolehi tersebut pula telah digunakan untuk 

menjanakan sistem persamaan linear yang sepadanan. Kaedah lelaran telah 

dipertimbangkan sebagai penyelesai linear. Hal ini disebabkan sistem persamaan 

linear tersebut mempunyai matrik pekalinya berskala besar dan bersifat jarang. 

Justeru itu, kaedah-kaedah lelaran yang telah dipertimbangkan iaitu famili kaedah 

lelaran Gauss-Seidel (GS), Pengenduran Berlebihan Berturut-turut Kaudd (KSOR), 

Pengenduran Berlebihan Berpecutan Kaudd (KAOR), Pengenduran Berlebihan 

Berturut-turut Kaudd Terubahsuai (MKSOR) dan Pengenduran Berlebihan Berpecutan 

Kaudd Terubahsuai (MKAOR) dan dilaksanakan bersama dengan pendekatan konsep 

sapuan penuh, separuh dan suku dalam menyelesaikan kedua-dua masalah nilai 

sempadan tersebut. Dalam pelaksanaan ujikaji berangka, kaedah lelaran GS sapuan 

penuh (FSGS) telah ditetapkan sebagai kaedah kawalan bagi famili kaedah lelaran 

GS, KSOR, KAOR, MKSOR dan MKAOR. Sejajar dengan tujuan untuk menguji 

keefisienan bagi kesemua famili kaedah lelaran yang dipertimbangkan, tiga contoh 

bagi setiap permasalahan kajian telah diuji dan setiap keputusan yang diperolehi 

telah direkodkan. Berdasarkan keputusan berangka bagi kesemua famili kaedah 

lelaran tersebut yang telah direkodkan, didapati bahawa famili kaedah lelaran 

MKAOR merupakan famili kaedah lelaran yang mempunyai keefisienan yang lebih 

baik berbanding dengan famili kaedah lelaran GS, KSOR, KAOR dan MKSOR. 
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ABSTRACT 

 

FAMILY OF MKAOR ITERATIVE METHODS WITH CUBIC B-SPLINE 

DISCRETIZATION SCHEME FOR SOLVING ONE-DIMENSIONAL 

BOUNDARY VALUE PROBLEMS 

Numerical solution for boundary value problems has opened the opportunities for 

many researchers to solve the various problems related in sciences, economics and 

engineering. In order to solve these problems, there are several types of 

interpolations that have been used and considered such as polynomial, spline and B-

spline interpolations. Based on the previous studies, they indicated that the B-splines 

method is more efficient compared with the other interpolation methods. Following to 

that, this study focuses on using the cubic B-spline discretization scheme in cases of 

full-, half- and quarter-sweep for solving one-dimensional boundary value problems. 

There are two types of one-dimensional boundary value problems that have been 

highlighted in this study are two-point boundary value problem and one-dimensional 

diffusion equations. Both of these problems will be discretized by using the cubic B-

spline discretization scheme for constructing the corresponding cubic B-spline 

approximation equations of full-, half- and quarter-sweep cases. Then, these 

approximation equations have been used to generate the corresponding system of 

linear equations. To solve the linear system, the iterative methods have been chosen 

as the linear solver. This is due to the linear system has its coefficient matrix which is 

large scale and sparse. Therefore, the iterative methods were considered namely the 

family of Gauss-Seidel (GS), Kaudd Successive Over Relaxation (KSOR), Kaudd 

Accelerated Over Relaxation (KAOR), Modified Kaudd Successive Over Relaxation 

(MKSOR) and Modified Kaudd Accelerated Over Relaxation (MKAOR) iterative 

methods together with the concept of full-, half- and quarter-sweep iterations in 

solving boundary value problems. For the purpose of comparison, the full-sweep GS 

(FSGS) iterative method has been set up as control method for GS, SOR, AOR, 

MKSOR and MKAOR iterations families. To investigate the efficiency of the proposed 

iteration families, three numerical examples for each proposed problem have been 

tested and the results have been recorded. Based on the numerical results, it can be 

concluded that family of MKAOR method is more efficient than the family of GS, 

KSOR, KAOR and MKSOR iterative methods. 
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PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Pengenalan 

 

Penyelesaian kaedah berangka ke atas permasalahan nilai sempadan linear dan tak 

linear mempunyai kepentingan yang meluas merangkumi semua aspek kerana ia 

digunakan dalam bidang sains, fizik, dan juga kejuruteraan (Atay dan Coskun, 

2008). Menurut Atay dan Coskun (2008) lagi, pelbagai kaedah berangka boleh 

digunakan untuk mengkaji mengenai permasalahan ini menerusi kaedah beza 

terhingga (FDM), kaedah unsur terhingga (FEM), kaedah splin, kaedah B-splin 

kuadratik, kubik dan kuartik. Oleh demikian, perbincangan kajian ini akan 

memfokuskan kepada penyelesaian kaedah B-splin dalam mengkaji penyelesaian 

kaedah berangka terhadap masalah nilai sempadan dua titik dan persamaan 

resapan satu matra. 

 

Menurut Devore dan Ron (2005), Iso Schoenberg merupakan “bapa splin” 

telah mencipta perkataan splin pada tahun 1946 yang merujuk kepada fungsi yang 

digunakan dalam aplikasi data lelaran dan juga penghalusan. Wahba (1990) 

menunjukkan bahawa splin memiliki sifat-sifat statistik yang berguna untuk 

menganalisis hubungan dalam regresi. Secara umumnya, kaedah splin ini 

diperkenalkan untuk meminimumkan ukuran yang sesuai bagi data yang tidak licin 

dan memperbaiki serta memperhalusi lagi kaedah lain yang menghadapi masalah 

kekangan interpolasi seperti kamiran lekukan kuasa dua. Splin merupakan salah 

satu fungsi polinomial cebis demi cebis yang fleksibel terhadap suatu fungsi atau 

data disebabkan sifat tersegmen yang terdapat pada splin.  

 

Namun, kaedah splin juga mempunyai kelemahan dalam menyelesaikan 

permasalahan yang berkaitan nilai sempadan apabila ia melibatkan splin yang 
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berperingkat tinggi, jumlah titik yang banyak dan kedudukan titik-titik nod yang 

terlalu dekat. 

 

Oleh demikian, bagi menambaik kelemahan-kelemahan yang terdapat pada 

kaedah splin, kaedah B-splin telah diperkenalkan. 

 

Kaedah B-splin diasaskan oleh seorang lelaki Perancis yang merupakan 

seorang ahli matematik dan jurutera, Pierre Bezier. Kaedah ini secara asasnya 

berdasarkan teori-teori yang telah dikembangkan oleh P. de Casteljau tetapi Pierre 

Bezier memperbaiki segala kelemahan yang ada supaya menjadi suatu teori yang 

kukuh. Beliau telah mengembangkan kaedah ini pada awal 1960 dan digunakan 

untuk merekabentuk badan kereta (Choi et al., 2012). 

 

Lengkung B-splin boleh dibina dengan sebarang jumlah titik kawalan. 

Bilangan titik nod yang dipertimbangkan dalam kajian juga disebut sebagai titik 

kawalan. Contohnya 𝑦 𝑥  adalah fungsi bagi parameter 𝑥, maka lengkung B-splin 

dapat ditakrifkan sebagai 

 

 𝑦 𝑥 =  𝐶𝑖
𝑛
𝑖=0 ⋅ 𝛽𝑖,𝑑 𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1   (1.1) 

 

dengan 𝐶𝑖  adalah titik kawalan dan 𝛽𝑖,𝑑 𝑥  adalah fungsi asas B-splin. 

  

Fungsi asas B-splin boleh ditakrifkan secara rekursif. Definisi rekursif 

digunakan untuk kaedah berangka yang diterokai sendiri oleh Cox pada tahun 1971 

dan de Boor pada tahun 1972. Rumus rekursif dapat dinyatakan sebagai (Botella 

dan Shariff, 2003) 

 

 𝛽𝑖,𝑑 𝑥 =
𝑥−𝑥𝑖

𝑥𝑖+𝑑−1−𝑥𝑖
𝛽𝑖,𝑑−1 𝑥 +

𝑥𝑖+𝑑−𝑥𝑖

𝑥𝑖+𝑑−𝑥𝑖+1
𝛽𝑖+1,𝑑−1 𝑥  (1.2) 

 

dengan syarat, 

 

 𝛽𝑖,0 𝑥 =  
1 , 𝑥 ∈  𝑥i , 𝑥i+1 

0 , 𝑠𝑒𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
  (1.3) 
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di mana 𝛽𝑖,𝑑 𝑥  mewakili fungsi asas Cox de Boor yang bertindak sebagai fungsi 

adunan terhadap titik kawalan yang ke- 𝑖 manakala 𝑥𝑖  pula mewakili unsur vektor 

nod yang ke- 𝑖. 

 

Vektor nod merupakan satu set jujukan nombor yang tidak menyusut, 

 

 𝜏 =  𝑥0 𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑚  ∈  𝑎, 𝑏  (1.4) 

 

dengan 𝑚 = 𝑛 + 𝑑 + 1 di mana 𝑚, 𝑛 dan 𝑑 masing-masing mewakili bilangan titik 

nod, bilangan titik kawalan dan peringkat bagi lengkung B-splin. 

 

Oleh demikian, persamaan (1.1) iaitu lengkung B-splin dapat dihasilkan 

menerusi persamaan (1.2) dan (1.3). Rajah 1.1 merupakan contoh lengkung B-

splin kuadratik yang diperoleh daripada persamaan (1.1). 

 

 

Rajah 1.1 : Lengkung B-splin kuadratik 

 

Rajah 1.2 pula menunjukkan contoh lengkung B-splin tertutup yang 

mempunyai 5 titik kawalan. 


