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ABSTRAK 

Kajian ini dijalankan untuk menyelesaikan dan membandingkan cara penyelesaiannya 

menggunakan tiga kaedah iaitu pembahagi sepunya terbesar, pecahan berlanjar dan 

kekongruenan linear secara manual. Suatu program dibangunkan dengan 

menggunakan pangaturcaraan C++ untuk menentusahkan kesahihan penyelesaian 

secara manual bagi kaedah pecahan berlanjar dan kekongruenan linear. Program bagi 

kaedah pembahagi sepunya terbesar tidak dapat dihasilkan kerana cara belakang 

menggunakan algoritma Euclid sangat kompleks untuk ditulis dalam pengaturcaraan 

C++. Selain itu, program untuk mencari pembahagi sepunya terbesar turut 

dibangunkan. Sebanyak lima contoh persamaan Diophantine linear yang berlainan 

diselesaikan secara manual. Penyelesaian terakhir bagi pembolehubah x dan y dengan 

menggunakan tiga kaedah ini adalah berbentuk persamaan berparameter, t yang 

berlainan. Microsoft Excel digunakan untuk mencari sebahagian penyelesaian dalam 

bentuk integer dengan menggantikan nilai integer t daripada selang -100 hingga 100. 

Oleh itu, nilai integer t yang berlainan bagi persamaan berparameter bagi tiga kaedah 

ini akan memberi hasil penyelesaian yang sama bagi suatu persamaan tersebut. 

Perbandingan antara ketiga-tiga kaedah ini dilakukan dari segi langkah pengiraan, 

penyelesaian terakhir dan program yang dibangunkan. Kajian mendapati bahawa 

penggunaan kaedah kekongruenan linear lebih mudah dan cepat dalam menyelesaikan 

persamaan 1m. 



DIOPHANTINE EQUATION: SOLVING LINEAR DIOPHANTINE 

EQUATION 

ABSTRACT 

VI 

This research is done to solve and compare solving methods manually by using three 

different methods which include greatest common divisor, continued fraction and 

linear congruence. A new program is being designed by using C++ programming to 

prove the validity of manual solving for continued fraction and linear congruence 

method. Programming for greatest common divisor cannot be designed because the 

backward method for Euclid algorithm was complex to be done using C++ 

programming. Besides that, another program to find greatest common divisor is also 

being designed. About five different examples of linear Diophantine equation are 

solved manually. The final solution for x and y variables using these three methods are 

obtained differently are in the form parametric equation, t. Microsoft Excel is used to 

solve a part of the equation in an integer form by replacing integer t value between 

-100 until 100. Therefore, different values of the integer t for parametric equation for 

these methods will give the same final solution for a given equation. Comparison is 

done between all three methods based on solving steps, final solution and the program 

designed. Based on the research, linear congruence method is an easier and faster 

method in solving this equation. 
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BABI 

PENDAHULUAN 

1.1 PENGENALAN 

Persamaan Diophantine merupakan satu kaedah penyelesaian persamaan yang 

menghasilkan penyelesaian dalam bentuk integer. Persamaan Diophantine merupakan 

salah satu subjek yang tertua dalam dunia matematik yang dikenali sebagai Teori 

Nombor (Schroeder, 1984). Persamaan ini telah lama diabaikan dan tidak diajar di 

peringkat persekolahan ataupun prasiswazah di negara kita. 

Sebenarnya kita selalu menggunakan persamaan ini dalam kehidupan seharian 

tanpa disedari. Misalnya, semasa kita berada di pejabat pos dan ingin membeli setem. 

Katakan ingin membeli setem untuk 84 sen dan hanya tinggal setem 6 sen dan 15 sen. 

Oleh itu, kita perlu memikirkan bilangan kombinasi setem 6 sen dan 15 sen yang 

diperlukan. Secara tidak langsung dalam situasi sebegini sebenarnya kita akan 

menggunakan persamaan Diophantine untuk menyelesaikannya. Ini kerana, bilangan 

setem mesti dalam bentuk integer positif. Dengan itu, kita boleh menyatakan bahawa 

persamaan Diophantine memang mempunyai banyak aplikasi dalam kebidupan 

seharian. 
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Persamaan Diophantine boleh dibahagikan kepada beberapa bahagian seperti 

persamaan Diophantine linear dan persamaan Diophantine tak linear. Persamaan ini 

boleh dikembangkan sehingga polinomial yang kompleks. 

Setakat ini, masih tiada ahli matematik yang dapat menentukan satu kaedah 

yang umum sama ada persamaan Diophantine mempunyai satu penyelesaian atau 

untuk mencari semua penyelesaian yang wujud (Niven et al., 1991). Sebenamya, 

bukan semua persamaan Diophantine mempunyai penyelesaiannya. Oleh itu, beberapa 

kaedah yang digunakan untuk menyelesaikannya akan dibincangkan dalam bahagian 

metodologi. 

1.2 LATARBELAKANG 

Persamaan Diophantine mendapat nama sempena ahli matematik Greek yang terkenal 

iaitu Diophantus. Beliau telah mendalami dan menghasilkan beberapa teorem pada 

abad ke-3 dalam subjek ini. Beliau telah menulis sebuah buku iaitu Arithmetica yang 

dikenali antara buku paling awal dalam algebra. Beliau juga salah satu ahli matematik 

yang awal sekali memperkenalkan simbol dalam algebra (Rosen, 2005). 

Latar belakang beliau tidak begitu diketahui melainkan beliau tinggal di 

Alexandria sekitar 250 S.M. Satu-satunya sumber mengenai kehidupan beliau ditemui 

dalam koleksi Greek Anthology. Beliau telah meninggal dunia pada umur 84 tahun. 

Riwayat hidupnya boleh disampaikan dalam bentuk persamaan linear di mana .!. 
6 

hidupnya dalam zaman kanak-kanak, ~ tahun dalam zaman remaja, .!. tahun dalam 
12 7 
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alarn perkahwinan, anak lelaki telah lahir selepas 5 tahun berkahwin, anaknya hidup 

setengah daripada hidup beliau dan beliau meninggal dunia selepas 4 tahun kematian 

anaknya. Maka persamaan linaer bagi usia beliau adalah seperti berikut: 

111 1 
-x+-x+-x+5+-x+4 = x 
6 12 7 2 

(1.1) 

dan penyelesaiannya ,x = 84 tahun (Rosen, 2005). 

Di samping itu, Brahmagupta juga telah menyumbangkan pada awalnya dalam 

subjek ini. Beliau merupakan orang pertama telah membincangkan jawapan umum 

bagi persamaan Diophantine linear yang ditulis dalam buku pada abad ke-7. Beliau 

dilahirkan di Ujjain, India. Beliau telah mewujudkan beberapa formula dan teorem 

yang menarik dalam bidang geometri planar, aritmetik dan persamaan kuadratik. 

Beliau juga telah mewujudkan beberapa simbol algerbra bam dan pemahaman beliau 

terhadap sistem nombor lebih ke hadapan berbanding kepada masa tersebut (Rosen, 

2005). 

1.3 JENIS-JENIS PERSAMAAN DIOPHANTINE 

1.3.1 Trirangkap Pythagoras 

Teorem Pythagoras menyatakan bahawa jumlah kuasa dua panjang dua kaki sebuah 

segitiga sudut tegak adalah sarna dengan kuasa dua panjang hipotenusnya. Formula 

teorem Pythagoras ialah x 2 + y2 = Z2 . Sekiranya nilai x, y dan z adalah dalam bentuk 

integer positif. Maka persamaan ini akan digelar sebagai trirangkap Pythagoras dan 
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penyelesaiannya setara dengan persamaan Diophantine. Nilai paling keeil bagi 

trirangkap Pythagoras ialah 3, 4 dan 5 (Benito dan Varona, 2002). 

Pythagorean diberi nama sempena ahli matematik iaitu Pythagoras yang 

dilahirkan di Greek. Beliau telah menjumpai teorem ini dengan sendirinya. Pythagoras 

telah menubuhkan sebuah sekolah yang terkenal di pelabuhan Greek. Di samping 

seorang ahli akademik dalam bidang matematik, beliau juga telah menyumbangkan 

kajian dalam bidang fisologi dan sains (Rosen, 2005). 

1.3.2 Teorem terakhir Fermat 

Teorem terakhir Fermat menyatakan bahawa persamaan Diophantine xn + yn = Z " 

tidak mempunyai penyelesaian dalam bentuk integer bukan sifar bagi nilai n lebih 

besar daripada 2. Hipotesis ini telah dinyatakan oleh Fermat dan beliau sendiri telah 

membuktikan untuk kes n = 4. Malangnya, beliau tidak memberi bukti bagi 

kenyataan ini. Masalah ini dibuktikan tidak mempunyai penyelesaian integer bukan 

sifar jika n adalah nombor perdana ganjil. Walau bagaimana pun, masih tidak dapat 

dibuktikan bahawa kenyataan ini benar untuk eksponen nombor perdana tak terhingga 

(Encyclopaedia, 1989). 

Pada tahun 1992, kajian telah menunjukkan bahawa hipotesis Fermat 

dibuktikan benar bagi eksponen n sehingga 4 000 000 (Burton, 2002). Walaupun 

sudah lebih daripada 350 tahun, teorem terakhir Fermat masih tidak dapat dibuktikan 

benar dan ia merupakan salah satu masalah yang terkenal tanpa bukti penyelesaian. 

Pada tahun 1908, Royal Society of Science di Jerman telah menawarkan hadiah 
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sebanyak 100 000 marks kepada orang pertama dapat membuktikan teorem ini (Chee, 

1984). 

Teorem terakhir Fermat mendapat nama sempena ahli matematik yang terkenal 

Pierre de Fermat (1601-1665). Beliau telah dilahirkan di Perancis dan merupakan 

seorang peguam. Fermat telah banyak menyurnbangkan dalarn penemuan awal bidang 

kalkukus terbitan, teori kebarangkalian dan optik tetapi beliau paling mengemari 

bidang teori nombor. Nama beliau sangat sinonim dalarn subjek teori nombor (Chee, 

1984). 

1.3.3 Persamaan Pell 

Persamaan Diophantine x 2 - dy2 = n dengan nilai n sama dengan satu dipanggil 

persamaan Pell. Persamaan ini mendapat nama daripada John Pell (1611-1685) tetapi 

beliau hanya memainkan peranan yang kecil dalam menyelesaikan persamaan ini. 

Euler telah menamai persamaan x 2 - dy2 = 1 sebagai persamaan Pell. lni kerana, 

beliau terkeliru dengan buku di mana dalam buku ini Pell telah menokok hasil kerja 

ahli matematik lain dalam menyelesaikan persamaan x 2 -12y2 = n . Persamaan Pell 

sebenamya dikaji oleh Brahmagupta pada abad ke-6 iaitu lebih kurang 1000 tahun 

sebelum Pell. Brahmagupta telah menemui satu kaedah untuk menyelesaikan 

persamaan ini yang dikenali sebagai samasa oleh ahli matematik India. Beliau telah 

menghasilkan beberapa penemuan awal berkaitan persamaan Pell dengan 

menggunakan kaedah ini. Contoh persamaan Pell yang diutarakan oleh beliau adalah 

83x + 1 = y2 (Rosen, 2005). 
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Selain itu, pada abad ke-12 ahli matematik India iaitu Baskara juga telah 

menemui satu kaedah penyelesaian bagi persamaan Pell. Kaedah ini dipanggil 

chakravala oleh ahli matematik India atau kaedah cycle. Beliau telah menyelesaian 

persamaan Pell dalam bentuk integer bagi d = 8, 11, 32, 61 dan 67 dengan 

menggunakan kaedah ini (Rosen, 2005). 

John Pell telah dilahirkan di England dan anak kepada seorang paderi. Beliau 

telah mendapat pendidikan di kolej Trinity di Cambridge. Antara hasil penulisan 

beliau dalam bidang metematik adalah buku Idea of Mathematic, beberapa risalah dan 

artikel. Pada tahun 1661, beliau telah membuat keputusan untuk menjadi paderi dan 

pada saat kematian beliau hidup dalam keadaan miskin. 

1.4 OBJEKTIF KAJlAN 

i) Memahami teori matematik dalam penyelesaian persamaan Diophantine 

linear dengan dua pembolehubah. 

ii) Menyelesaikan persamaan Diophantine linear dengan dua pembolehubah 

menggunakan kaedah pembahagi sepunya terbesar, pecahan berlanjar dan 

kekongruenan linear secara manual. 

iii) Membandingkan penyelesaian bagi persamaan Diophantine linear dengan 

menggunakan kaedah-kaedah seperti dinyatakan di atas. 

iv) Menulis program menggunakan pengaturcaraan C++ untuk menentusahkan 

kesahihan penyelesaian terakhir yang diperolehi secara manual. 

v) Menggunakan Microsoft Excel untuk mencari sebahagian penyelesaian 

terakhir persamaan berparameter, t. 
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1.5 SKOP KAJIAN 

Skop kajian adalah tertumpu kepada menyelesaikan persamaan Diophantine linear 

dengan dua pembolehubah sahaja. 1ni kerana, tiada kaedah khusus bagi menyelesaikan 

persamaan Diophantine linear bagi lebih daripada dua pembolehubah. Biasanya, 

persamaan ini akan diselesaikan dengan membentuk persamaan dengan dua 

pembolehubah. Kaedah-kaedah yang akan digunakan untuk menyelesaikan persamaan 

Diophantine linear adalah pembahagi sepunya terbesar, pecahan berlanjar dan 

kekongruenan linear. Selain itu, kaedah-kaedah ini akan dibandingkan kecepatannya 

dalam menyelesaikan persamaan Diophantine linear secara manual. Oleh itu, pada 

akhir disertasi ini kita dapat mengetahui kaedah lebih yang sesuai, cepat dan efektif 

dalam mencari penyelesaian kepada masalah ini. 

Program menggunakan pengaturcaraan e++ ditulis bagi menentusahkan 

kesahihan penyelesaian secara manual bagi kaedah pecahan berlanjar dan 

kekongruenan linear. Selain itu, program untuk mencari pembahagi sepunya terbesar 

dan seterusnya mementukan kewujudan penyelesaian turut ditulis. Microsoft Excel 

digunakan untuk mencari sebahagian penyelesaian terakhir persamaan berparameter. 

Tumpuan diberikan terhadap persamaan Diophantine linear dengan dua 

pembolehubah disebabkan oleh kekangan masa yang singkat dalam penyediaan 

disertasi ini iaitu satu tahun sahaja. 



BAB2 

ULASAN LITERATUR 

2.1 PENGENALAN 

Persamaan Diophantine merupakan persamaan polinomial di mana penyelesaiannya 

dalam bentuk integer. Masalah persamaan Diophantine biasanya mempunyai bilangan 

persamaan kurang daripada bilangan pembolehubah. Seterusnya, ia melibatkan 

pencarian penyelesaian dalam bentuk integer bagi semua persamaan tersebut. Pada 

masa kini, pembelajaran berkenaan asas masalah matematik Diophantine dikenali 

sebagai analisis Diophantine (Wikipedia, 2006). 

Pelbagai persoalan selalu dipertikaikan dalam mencari penyelesaian bagi 

masalah persamaan Diophantine. Adakah persamaan ini mempunyai penyelesaian? 

Adakah persamaan ini mempunyai penyelesaian terhingga atau tak terhingga? Adakah 

sesuatu kaedah itu boleh memberi kesemua penyelesaian? 

Dalam matematik moden, konsep persamaan Diophantine juga digunakan 

dalam persamaan algebra di mana penyelesaiannya adalah dalam bentuk integer 

algebra. Penyelesaian dalam bentuk integer merupakan salah satu masalah matematik 

paling tertua (Encyclopaedia, 1989). 
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2.2 KAJIAN A W AL PERSAMAAN DIOPHANTINE 

Pada permulaan abad ke-2 sebelum Masihi orang Babylon kuno telah berjaya 

menyelesaikan sistem persamaan dengan dua pembolehubah. Seterusnya, masalah 

matematik ini telah berkembang secara meluas ke Greek kuno. Sumber ini telah 

dijumpai dalam buku Arithmetica yang ditulis oleh Diophantus pada abad ke-3 di 

mana mengandungi pelbagai jenis persamaan dan sistem (Encyclopaedia, 1989). 

Buku Arithmetica tersebut merupakan klasik terunggul bagi Greek kuno di 

mana telah ditemui semula dan diterjemahkan ke dalam Bahasa Latin sebelum zaman 

Fermat. Buku ini pada asasnya telah memberi inspirasi kepada Fermat untuk mengkaji 

dalam bidang teori nombor (Edwards, 1977). 

Teori umum bagi penyelesaian persamaan Diophantine darjah satu telah 

diperkenalkan oleh C. G. Bachet pada abad ke-17. Pada awal abad ke-19 pula, 

kebanyakan ahli matematik seperti Fermat, J. Wallis, L. Euler, J. L. Lagrange dan C. 

F. Gauss menumpukan kajian terhadap persamaan Diophantine berbentuk 

ax2+bxy+ci+dx+ey+j =O. Lagrange telah menggunakan pecahan berlanjar dalam 

kajian beliau terhadap persamaan Diophantine tak homogen umum darjah dua dengan 

dua pembolehubah. Gauss pula telah membangunkan teori umum bagi bentuk 

kuadratik di mana merupakan penyelesaian asas bagi sesetengah persamaan 

Diophantine (Encyclopaedia, 1989). 
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2.3 PERSAMAAN DIOPHANTINE 

Persamaan Diophantine linear paling ringkas adalah dengan dua 

pembolehubah iaitu ax + by = c di mana a, b, c adalah integer dan a, b kedua-duanya 

bukan sifar (Burton, 2002). Persamaan Diophantine polinomial darjah n dengan satu 

pembolehubah adalah seperti berikut: 

(2.1) 

di mana n nombor asli dan ao' a 1, ··· an adalah integer dengan ao =1= 0 dan an =1= O. 

Kesemua penyelesaian persamaan ini boleh diperolehi dengan pelbagai cubaan 

terhingga (Sierpinski, 1988). 

Persamaan Diophantine darjah dua dengan tiga pembolehubah adalah 

x2 + y 2 = Z 2 dikenali sebagai persamaan Pythagoras (Sierpinski, 1988). Trirangkap 

Pythagoras ditakrifkan sebagai integer positif x, y, z dengan gcd(x,y, z) = 1 dan 

x 2 + y 2 = Z 2 yang diwakili parameter terkenal x = 2uv, Y = u 2 _v 2
, Z = u 2 + v2 

dengan integer u dan v (http://mathforum.orgllibrary/drmathlsets/select/dm_diopha 

ntine. html). 

Pada tahun 1637, pertama kalinya Fermat menyatakan dalam teorem terakhir 

Fermat bahawa persamaan xn + y" = zn tidak mempunyai penyelesaian bagi 

n > 2 dalam integer bagi x, y dan z selain daripada sifar. Beliau mengutarakan teorem 

ini semasa membaca Arithmetic iaitu edisi Backet yang ditulis oleh Diophantus. 

Dalam buku ini Diophantus membincangkan persamaan x 2 + y 2 = Z2 yang 

mempunyai penyelesaian yang tak terhingga dalam integer. Diophantus merupakan 
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salah seorang ahli matematik paling awal membincangkan persamaan Diophantine 

(Chee, 1984). 

Penyelesaian persamaan Diophantine mempunyai dua tujuan utama dalam 

mencari penyelesaiannya. Tujuan pertama adalah mencari satu penyelesaian manakala 

tujuan kedua adalah mencari kesemua penyelesaiannya. Oleh itu, persamaan 

Diophantine linear dengan satu penyelesaian akan membantu kita mencari kesemua 

penyelesaiannya. Sistem persamaan Diophantine linear dengan dua persamaan dan 

tiga pembolehubah boleh dicari penyelesaian dengan menggunakan kaedah piawai 

iaitu dengan menyingkirkan salah satu pembolehubah supaya mendapat satu 

persamaan dengan dua pembolehubah (http://MathForum_AskDr_Math.html). 

2.4 KAEDAH-KAEDAH PENYELESAIAN 

Menurut Schroeder (1984), persamaan Diophantine linear boleh diselesaikan dengan 

menggunakan kaedah Gaussian Trick. Sebenarnya, Gauss merupakan ahli matematik 

yang telah mengutarakan pendapat bahawa bentuk kongruen bagi gcd(a, b) = 1 iaitu 

ax == c(modb) 

boleh ditulis sebagai 

c 
x == -(modb) 

a 

(2.2) 

(2.3) 

Dengan itu, proses penambahan dan penggantian gandaan bagi b terhadap a dan c 

c 
supaya penghapusan mungkin menjadi iaitu suatu pecahan. Contoh masalah bagi 

a 

kaedah ini adalah seperti berikut 
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27x == 1(modl00) (2.4) 

Penyelesaiannya ialah 

1 - 99 - 11 -111 
x == - == - == - == -- == -37 == 63(modl00) 

27 27 3 3 
(2.5) 

Satu lagi kaedah penyelesaian bentuk kongruen adalah menggunakan algoritma 

Euclid. Pertama sekali perlu menukarkan bentuk kongruen tersebut ke dalam bentuk 

persamaan Diophantine. Contoh masalah bentuk kongruen adalah seperti berikut 

15x == l(modll) (2.6) 

Masalah ini mempunyai penyelesaian kerana gcd(15,11) = 1. Persamaan Diophantine 

yang setara adalah 

15x = lly + 1 

Alogritma pembahagian Eulid adalah: 

4 
15:11=1+ -

11 

3 
11:4=2+ -

4 

1 
y=4:3=1+ -

3 

x=3:1=3+0 

Pembahagi terakhir iaitu 1 telah meninggalkan sifar sebagai baki. 

Dua pembahagian terakhir memberi penyelesaian iaitu y = 4 dan x = 3 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

Selain itu, persamaan Diophantine juga boleh ditafsirkan dalam bentuk 

geometri. Persamaan Diophantine linear dengan dua pembolehubah boleh dilukis 

dalam bentuk dua dimensi pada satah x dan y. Pentafsiran geometri ini boleh 

diilustrasikan dengan menggunakan contoh persamaan 3y = 4x -1. Apabila garis 
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