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ABSTRAK 

Kajian ihniah ini membincangkan pecahan berlanjar bagi nombor bulam nisbah 

kuadratik. Nombor-nombor bukan nisbah kuadratik yang dikaji dalam kajian 

ilmiah ini adalah nombor-nombor yang mempunyai penyebut bemilai satu. 

Dalam kajian ilmiah ini, pecahan berlanjar bagi nombor bukan nisbah kuadratik 

dihasilkan dan pecahan berlanjar yang terhasil kemudiannya dideduksikan untuk 

mendapatkan corak wnumnya. Proses pengembangan pecahan berlanjar bagi 

nombor bukan nisbah kuadratik adalah berdasarkan kepada proses 

pengembangan pecahan berlanjar bagi nombor nisbah. Konvergen bagi nombor 

bukan nisbah kuadratik diperoieh berdasarkan kepada konvergen nombor nisbah. 

Dengan itu, nomber bukan nisbah kuadratik dapat diungkapkan dalam bentuk 

pecahan berlanjar. Hasil kajian mendapati bahawa pecahan berlanjar bagi 

nombor bukan nisbah kuadratik ialah pecahan berlanjar berkala. Dalam kajian 

ilmiah ini, dapat dideduksikan bahawa setiap nomber bukan nisbah kuadratik 

yang mempunyai Ji5 yang sarna hanya berbeza dari segi hasil bahagi separa 

yang pertama suatu pecahan berlanjar berkala adalah berlainan, dengan syarat D 

ialah nombor integer positif yang bukan kuasa dua sempurna. Selain itu, dapat 

diperhatikan bahawa terdapat perkaitan antara nombor-nombor bukan nisbah 

kuadratik dengan berdasarkan kepada pecahan berlanjar yang telah dihasilkan. 

Perkaitan tersebut diungkapkan dalam bentuk persamaan. Pecahan berlanjar bagi 

nomber bukan nisbah kuadratik boleh diperoleh secara terus dengan 

menggantikan nilai x yang sepadan ke dalam persamaan yang mewakili 

perkaitan tersebut dengan x ialah sebarang nomber integer positif. 
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CONTINUED FRACTION OF QUADRATIC IRRATIONAL NUMBER 

ABSTRACT 

This study discussed the continued fraction of quadratic irrational number. The 

quadratic irrational numbers studied here are those numbers with the 

denominator value of one. The objectives of this study are to compute the 

quadratic irrational numbers in the fonn of continued fractions and deduce the 

continued fractions found in quadratic irrational numbers to get its general 

pattern. The process of computing quadratic irrational numbers in the fonn of 

continued fractions is based on the process of computing rational numbers ill 

tenn of continued fractions. The convergents of quadratic irrational numbers are 

derived from the convergents of rational numbers. Hence, quadratic irrational 

numbers can be written in the fonn of continued fractions. Study's results 

shown that the continued fractions of quadratic irrational numbers are periodic 

continued fractions. From the results achieved in this study, it can be deduced 

that for every quadratic irrational number which has the same .JD where D 

represents the positive integer number that is not perfect square, are different 

in term of the first partial quotient in the continued fractions are not the same 

whilst the remaining partial quotients are same. Apart from this, results shown 

that there are relationships between the different numbers of D in .JD. Thus, 

new equations that represented the relationships between the different numbers 

of D in .JD are derived based on the results found in this study. The 

continued fractions of quadratic irrational numbers can be computed in advance 

by using the equations that represented the relationships. This is done by 

substituting the relevant x value directly into the equations with number x 

represents as any positive integer numbers. 
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BABI 

PENDAHULUAN 

1.1 Pengenalan 

Pecahan berlanjar mula berkembang pada akhir 1600an dan awal 1700an. 

Namun begitu, terdapat fakta yang menyatakan bahawa pecahan berlanjar mula 

ditemui melalui Matematik pada 2000 tahun yang lepas (Tuyl, 1998). 

Pelbagai kajian tentang pecahan berlanjar telah pun dijalankan di luar 

negara sejak pecahan berlanjar ditemui melalui Matematik pada 2000 tahun 

yang lepas. Walaupun kajian tentang pecahan berlanjar giat dijalankan di luar 

negara, namun begitu kajian tentang pecahan berlanjar adalah terhad di negara 

Malaysia. Hal ini kerana pecahan berlanjar tidak pernah diajar di sekolah rendah, 

meneng~ mahupun kolej dan universiti tempatan. Oleh itu, tujuan kajian 

ilmiah ini dihasilkan adalah untuk memperkenalkan pecahan berlanjar dan 

memberi kesedaran kepada para pelajar tentang pecahan berlanjar. Pecahan 

berlanjar sesuai untuk dipelajari oleh para pelajar kerana pecahan berlanjar 

UMS 
UNIVERSITI MALAYSIA SABAH 



2 

boleh digunakan untuk mencari nisbah terhampir bagi nombor nyata dan 

membuat penganggaran bagi nombor bukan nisbah. 

1.1.1 Sejarah Perkembangan Pecahan Berlanjar 

Sejarah perkembangan pecahan berlanjar bermula pada zaman pembentukan 

Algoritma Euclid. AIgoritma Euclid digunakan untuk mencari pembahagi 

sepunya terbesar bagi dua nombor nyata. Pecahan berlanjar mudah adalah 

lanjutan daripada Algoritma Euclid. Oleh itu, pembentukan Algoritma Euclid 

boleh dikatakan sebagai titik permulaan untuk pembangunan pecahan berlanjar. 

Pecahan berlanjar mudah boleh dihasilkan dengan memanipulasikan Algoritma 

Euclid secara algebra (Rockett & SzUsz, 1992). 

Sejak dahuiu Iagi, sebarang kajian yang melibatkan pecahan berlanjar 

sentiasa disertakan dengan contoh yang spesifik. Hal ini kerana penggunaan 

contoh yang spesifik dapat meningkatkan pemahaman dan memberikan 

penerangan yang lebih terperinci. Sebagai contoh, seorang ahli Matematik yang 

berasal dari India iaitu Aryabhata telah menggunakan suatu pecahan berlanjar 

dengan contoh yang spesifik untuk menyelesaikan persamaan linear tak tentu 

(OIds, 1963). 

Selain itu, penggunaan pecahan berlanjar juga ditemui dalam penulisan 

Matematik di negara Arab dan Greek. Akan tetapi, penggunaan pecahan 

berlanjar adalah terhad. Rafael Bombelli yang dilahirkan pada tahun 1530 dan 

Pietro Antonio Cataldi (1548-1626) yang berasal dati Banda! Bologna, ltali 
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juga telah rnernberikan surnbangan yang berharga dalarn perkernbangan bidang 

pecahan berlanjar. Rafael Bornbelli dan Pietro Antonio Cataldi masing-rnasing 

telah mengungkapkan punca kuasa 13 dan punca kuasa 18 dalam bentuk 

pecahan berlanjar yang berulang iaitu 

dan 

J!j=3+ 44 
6+--

6+ ... 

~ 222 
,,18 =4·&-&-&-· ·· 

8· 8· 8· 

(OIds, 1963). 

Pecahan berlanjar terus berkembang setelah John Wallis menghasilkan 

buku yang berjudul "Arithmetica lnfinitorum" pada tahun 1655. Beliau 

memperkenaIkan identiti 

4 3·3·5·5·7·7·9·9· ... 
-=--------
1r 2·4·4·6·6·8·8·10· ... 

Identiti tersebut kemudiannya diubah oleh Lord Brouncker (1620-1684) kepada 

bentuk 
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4 1 - = 1 +--------
9 

2+------
25 

2+ 49 
2+ 81 

2+--
2+··· 

4 

(Olds, 1963). 

Justeru itu, Wallis mengambil inisiatif untuk mengitlakkan teori pecahan 

berlanjar. Beliau mengemukakan kaedah untuk mendapatkan konvergen ke n 

iaitu pecahan berlanjar yang mempunyai hasil bahagi separa sebanyak n kali 

dalam bukunya yang berjudul "Opera Mathematica" pada tahun 1695. Beliau 

merupakan orang yang pertama sekali menggunakan perkataan pecahan berlanjar 

(Olds, 1963). 

Pecahan berlanjar dipraktikkan buat pertama kalinya oleh ahli Matematik 

dan ahli Astronorni Belanda iaitu Christiaan Huygens (1629-1695) dalam usaha 

beliau untuk membina planetarium mekanikal. Kertas keIja beliau menyentuh 

tentang kaedah menggunakan konvergen suatu pecahan berlanjar untuk mencari 

penghampiran nisbah terbaik bagi nisbah gear. Penghampiran tersebut 

membolehkan beliau memilih gear dengan bilangan gigi yang betul untuk 

membina planetarium mekanikal (Rockett & Szosz, 1992). 

Di samping itu, Leonard Euler (1707-1783) telah mengungkapkan e 

dalam bentuk pecahan berlanjar dan menggunakan unglcapan tersebut untuk 

menunjukkan bahawa e dan eX ialah nombor bukan nisbah. Euler juga 
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mengemukakan kaedah pembentuk sm dalam bentuk pecahan berlanjar untuk 

suatu siri dan sebaliknya (Olds. 1963). 

Johan Heinrich Lambert (1728-1777) telah mengitlakkan hasil keIja Euler 

terhadap e untuk menunjukkan bahawa eX dan tan x ialah nombor bukan 

nisbah sekiranya x ialah nombor nisbah. Joseph Louis Lagrange (1736-1813) 

pula menggunakan pecahan berlanjar untuk mencari nilai bagi punca nombor 

bukan nisbah (Olds. 1963). 

Pecahan berlanjar menjadi popular di kalangan ahli Matematik apabila 

Claude Brezinski menghasilkan buku yang berjudul "History of Continued 

Fractions and Padre Approximations". Justeru itu, bidang pecahan berlanjar 

membangun secara mendadak dan akhimya mencapai zaman kegemilangannya 

pada kurun ke 19. Teori pecahan berlanjar yang penting diperkenalkan dan 

sifat-sifat konvergen diberikan perhatian yang penuh (Tuyl, 1998). 

Pada awal kurun ke 20, pecahan berlanjar mula diterapkan dalam bidang 

yang lain termasuklah bidang komputer. Sebagai contoh, pecahan berlanjar 

digunakan dalam algoritma komputer untuk mendapatkan nisbah terhampir bagi 

nombor nyata (Olds, 1963). Sehingga kini, pecahan berlanjar masih dijadikan 

bahan kajian ahli-ahli Matematik kerana bidang pecahan bedanjar masih 

mempunyai pelbagai ruang yang boleh dibangunkan. 
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1.1.2 Sifat-sifat Pecahan Berlanjar 

Suatu ungkapan dalam bentuk 

a2 + - ---:-1-
a3+ - 

a4 + ... 

6 

dikenali sebagai pecahan berlanjar. Pembolehubah-pembolehubah aI' a2, a3 , ... 

dikenali sebagai basil bahagi separa. Andaian yang boleh dibuat adalah 

pembolehubah-pembolehubah ai' a2, a3, ialah nombor integer, nombor 

nyata, nombor kompleks ataupun fungsi pembolehubah. Pembolehubah-

pembolehubah a2. a3. a4. adalah sentiasa positif manakala aj ialah 

sebarang kuantiti nyata (Olds, 1963). 

Jika bilangan pembolehubah tersebut adalah terhingga, maka pecahan 

berlanjar yang terhasil dikenali sebagai pecahan berIanjar terhingga. Pecahan 

berlanjar terhingga boleh diungkapkan dalam bentuk 

1 
a1+-------

1
----

a2+ -----~1----

a3+----- --
a4 + ... 

1 
+--- --:1-

an-l +-
an 
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Jika bilangan pembolehubah tersebut adalah tak terhingga, maka pecahan 

berlanjar yang terhasil dikenali sebagai pecahan berlanjar tak terhingga. Pecahan 

berlanjar tak terhingga pula diungkapkan dalam bentuk 

1 

(Olds, 1963). 

Pecahan berlanjar juga boleh dituEs dalam bentuk yang lebih mudah 

iaitu [at, a2, a3, ... J bagi pecahan berlanjar talc terhingga dan 

[ai, a2, aJ, ... , an] bagi pecahan berlanjar terhingga. Oleh itu, bilangan hasil 

bahagi separa bagi suatu pecahan berlanjar terhingga adalah sarna dengan 

bilangan nombor yang muncul dalam tatatanda kurung tersebut (Khintchine, 

1963). 

pecahan berlanjar terhingga. sk juga boleh dianggap sebagai suatu bahagian 

pecahan berlanjar talc terhingga dengan k ~ 1. Justeru, sebarang bahagian 

pecahan berlanjar sarna ada pecahan berlanjar terhingga ataupun pecahan 

berlanjar talc terhingga dapat ditulis sebagai suatu pecahan bedanjar terhingga 

(Khintchine, 1963). 
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Andaian awal yang dapat dibuat adalah setiap nombor nisbah 

mernpunyai pecahan berlanjar terhingga manakala setiap nombor bukan nisbah 

mempunyai pecahan berJanjar tak. terhingga. 

dan 

1 
m = a1 + ----1-

a2+---
°3+'" 

1 
m = a1 + ---l~

a2 +--
°3 + ... 

1.1.3 Nombor Nisbah 

meQ 

meQ. 

Nornbor nisbah ialah suatu pecahan dalam bentuk P dengan syarat p dan q 
q 

ialah integer dan q * O. Setiap nombor nisbah boleh diungkapkan sebagai suatu 

pecahan berlanjar mudah yang terhingga dan sebaliknya (Olds, 1963). 

Berdasarkan kepada kajian aIds (1963), andaian awal yang dibuat sebeIwn ini 

iaitu setiap nombor nisbah mernpunyai pecahan berlanjar terhingga telah pun 

dipatuhi. Sebagai contoh, pecahan berlanjar bagi 68 ialah 
29 
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68 = 2+ 1 
29 2+_1_ 

1 
1+-

9 

68 
atau - = (2,2,1,9]. 

29 

9 

68 
Proses membentuk pecahan berlanjar bagi boleh disusun seperti berikut 

29 

68 1 1 1 
-=2+-=2+ =2+---
29 29 2+ _1 2+ _ 1_ 

10 10 1 
1+ -

9 9 

1.1.4 Nombor Bubo Nisbah 

Nombor bukan nisbah ialah sebarang nombor yang tidak dapat diwakilkan 

sebagai nisbah antara dua nombor integer. Sebagai contoh, e = 2.71828... dan 

7r=3.14159 ... (Ho et a/., 2004). Salah satu nombor bukan nisbah iaitu .fi 

ialah suatu penyelesaian bagi persamaan algebra x2 - 2 = 0 dan .J2 dikenali 

sebagai nomoor algebra. Nombor algebra ialah sebarang nomoor x yang 

uhi al b n n-l d me men persamaan ge fa, aox +a)x + ... +an = 0 engan syarat aO,ab---

ialah nombor integer dan bukan semua nombor integer tersebut bernilai sifar 

(Olds, 1963). 

Nombor bUkan nisbah juga dapat diungkapkan dalam bentuk pecahan 

berlanjar. Pecahan berlanjar yang terlibat ialah pecahan berlanjar tak terhingga 

(Khintchine, 1963). Berdasarkan kepada kajian Khintchine (1963), andaian awal 
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yang dibuat sebelum ini iaitu setiap nombor bukan nisbah rnempunyai pecahan 

berlanjar tak terhingga telah pun dipatuhi. 

1.1.5 Nombor Bukan Nisbah Kuadratik 

Nombor bukan nisbah kuadratik ialah sebarang nombor dalarn bentuk 

P±JD 
Q 

dengan P, D dan Q ialah nombor-nombor integer serta Q;e o. D ialah nombor 

integer positif yang bukan kuasa dua sempuma Nombor yang mempunyai 

bentuk tersebut digelar nombor bukan nisbah kuadratik kerana nombor 

berkenaan adalah punca bagi persamaan kuadratik Q1x'2 - 2PQx + (p2 - D) = 0 

(Olds, 1963). 

1.2 Objektif Kajian 

Objektif kajian ilmiah ini ialah 

1. menghasilkan pecahan berlanjar bagi nombor bukan nisbah kuadratik 

11. deduksikan semua pecahan berlanjar bagi nombor-nombor bukan nisbah 

kuadratik yang telah dihasilkan dalam objektif pertama untuk 

mendapatkan corak umumnya. 
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1.3 Skop Kajian 

Memandangkan kajian ilmiah ini memfokus kepada pecahan berlanjar bagi 

nombor bukan nisbah kuadratik, maka kajian ini terhad kepada nombor-nombor 

bukan nisbah kuadratik sahaja. Nombor-nombor bukan nisbah kuadratik yang 

dikaji dalam kajian ilmiah ini adalah nornbor-nornbor yang rnempunyai 

penyebut bernilai satu. 
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ULASAN LITERA TUR 

2.1 Pengenalan 

Bidang pecahan berlanjar terus berkembang setelah pecahan berlanjar 

diperkenalkan sejak berabad dahulu lagi. Pelbagai kajian yang melibatkan 

pecahan berlanjar telah dijalankan sehingga kini. Kebanyakan kajian tentang 

pecahan berlanjar yang telah dijalankan adalah berasaskan pengembangan 

pecahan berlanjar bagi nombor nyata. Hal ini kerana pengembangan pecahan 

berlanjar bagi nombor nyata ialah suatu asasi dan pengembangan tersebut 

mendedahkan perkaitannya dengan Algorltma Euclid (1bakur, 1996). 

2.2 Kajian-kajian Tentang Pecahan Berlanjar 

Borwein et al. (2005) menyatakan bahawa hujung bagi sirl Taylor untuk 

pelbagai jenis fungsi piawai seperti lengkok tangen dan logaritma boleh 

diungkapkan sebagai pecahan berlanjar dalam pelbagai bentuk. Hasil yang 
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menakjubkan ialah sesetengah peeahan berlanjar tersebut menghasilkan pecutan 

dramatik bagi penumpuan siri kuasa berkenaan. 

Dalam kajian Me Laughlin dan Wyshinski (2005) tentang teorem 

penumpuan bagi pecahan berlanjar dalam bentuk K [an], kajian tersebut 
n=-\ 1 

menyentuh tentang teorem Sleszynski-Pringsheim yang menyatakan bahawa 

pecahan berlanjar K (::) menumpu kepada suatu nilai terhingga jika 

Jika In mewakili konvergen ke n, maka 

lin I < 1, n = 1, 2, 3, .... 

Selain itu, Euler menganalisis persamaan Ricatti untuk membuktikan 

bahawa nombor e mempunyai pengembangan pecahan berlanjar seperti berikut 

1 
e = (2, 1, 2, 1, 1, 4, J, 1, 6, J, 1, 8, ... ] = 2 + ----1---

1+----
1
---

2+-----
1 

1+----
1+ 1 

4+ ... 
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