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ABSTRAK 

Kajian ini bertujuan untuk menyelesaikan masalah sistem bandul dengan 

menggunakan kaedah analitik dan kaedah berangka dan membandingkan kedua-dua 

kaedah ini. Kaedah yang digunakan pada kaedah analitik ialah kaedah persamaan 

homogen dengan pekali pemalar manakala kaedah berangka pula ialah kaedah Runge-

Kutta-Nystrom tahap-3. Persamaan sistem bandul d2~ + g sin e = 0 adalah 
dt I 

merupakan bentuk persamaan terbitan kedua yang tak linear. Syarat awal bagi sistem 

bandul ringkas ialah e(O) = 0, e'(O) = 1 dan P = 1 akan ditetapkan disepanjang 

pengiraan. Penyelesaian kaedah persamaan homogen dengan pekali pemalar 

memberikan persamaan e'(t) = pkos(pt). Hasil pengiraan bagi kedua-dua kaedah 

ialah halaju v atau e'. Hasil kajian mendapati bahawa penyelesaian meggunakan 

kaedah persamaan homogen dengan pekali pemalar adalah Iebih mudah dan cepat 

daripada kaedah Runge-Kutta-Nystrom tahap-3. Penggunaan kedua-dua kaedah 

persamaan homogen dengan pekali pemalar dan kaedah Runge-Kutta-Nystrom tahap-

3 adalah dapat menyelesaikan persamaan sistem bandul ringkas. 
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APPLICATION OF SECOND-ORDER LINEAR DIFFERENTIAL EQUATION 

AND RUNGE-KUTTA-NYSTROM IN SIMPLE PENDULUM 

ABSTRACT 

This research is to solve the system simple pendulum by using analytical method and 

numerical method and to compare the accuracy of this two method. The homogeneous 

linear equation with constant coefficients method will be use for analitycal method 

and for numerical method the Runge-Kutta-Nystrom stage-3 will be use. The equation 

of simple pendulum system d2~ + g sinB = 0 is the nonlinear of second-order 
dt I 

differential equation and the initial value for the simple pendulum system will set as 

0(0) = 0 , B '(0) = 1 and p = 1. After solving the simple pendulum system by 

homogeneous linear equation with constant coefficients method the equtioan 

isB'(t) = pkospt . Calculation of the simple pendulum system equation by the both 

equation is to find v or Of . The solution of homogeneous linear equation with 

constant coefficients method are more easy and fast than Runge-Kutta-Nystrom stage-

3 method. The homogemeous linear equation with constant coefficient method and 

Runge-Kutta-Nystrom stage-3 method are able to solve the system of simple 

pendulum. 
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DAB 1 

PENDAHULUAN 

1.1 PENGENALAN 

Persamaan terbitan ialah persamaan yang mentakrifkan hubungan diantara fungsi dan 

satu atau lebih terbitan bagi fungsi tersebut. Persamaan terbitan bukan sahaja 

berdasarkan kepada kaedah menyelesaikan persamaan terbitan tertentu, tetapi juga 

berdasarkan bagaimana persamaan terbitan itu wujud dalam kehidupan harlan. 

Terdapat banyak dasar hukum atau peraturan dalam fizik, kimia, biologi dan ekonomi 

boleh diformulakan dengan menggunakan persamaan terbitan. Jadi, penggunaan 

persamaan terbitan adalah sangat penting dan berguna dalam matematik, kejuruteraan, 

fizik malah dalam kehidupan harian. 
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1.2 PERSAMAAN TERBITAN PERINGKA T KEDUA 

Persamaan terbitan peringkat kedua adalah persamaan yang melibatkan fungsi yang 

tidak diketahui iaitu y, terbitan y' (peringkat pertama) dan y"(peringkat kedua) dan 

pembolehubah x. Persamaan terbitan peringkat kedua merupakan salah satu 

penggunaan yang terkandung dalam persamaan terbitan. Bentuk am persamaan 

terbitan biasa linear peringkat kedua diberi oleh, 

d 2 d 
a(x) .; + b(x)-.L+ c(x)y = f(x) 

dx dx 

atau (1.1) 

a(x)y"+ b(x)y '+ c(x)y = f(x) 

dengan, 

a(x), b(x), c(x) pemalar 

f(x) = fungsix 

y = fungsi y terhadap x 

dy . 
dx' y = terbitan peringkat pertama 

d 2y . 
dx2 ,Y = terbitan peringkat kedua 
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Dalam kajian ini, persamaan terbitan linear peringkat kedua akan digunakan untuk 

menyelesaikan dalam masalah sistem bandul ringkas. 

1.3 SISTEM BANDUL 

Sistem bandul ialah suatu alat yang mempunyai suatu objek berat yang tergantung 

pada hujung rod atau suatu jasad tegar, apabila dilepaskan pada suatu kedudukan akan 

berayun dengan bebas ke bawah dengan suatu daya graviti dan ke atas oleh kerana 

suatu daya inersia. 

Inersia ialah Hukum Newton Pertama iaitu menyatakan bahawa sesuatu objek 

akan kekal dalam keadaan asalnya, iaitu dalam keadaan pegun atau dalam keadaan 

halaju seragam jika tiada daya luar bertindak ke atas objek itu. Jadi sistem bandul 

akan berayun dengan bebas apabila dilepaskan pada suatu kedudukan. Sistem bandul 

ringkas dimana suatu rod atau tali yang diikat dengan skru dengan suatu objek berat 

di hujung tali atau rod seperti rajah di bawah; 

skru/paku 

RAJAH 1.1 Sistem Bandul Ringkas UMS 
UNIVERSITI MALAYSIA SABAH 



Di mana d
2

{} + g sin{} = 0 ialah persamaan terbitan sistem bandul ringkas 
dt2 I 

diberikan 

dengan, 

I = panjang tali/rod 

g = daya graviti 

ds 
pembezaan peringkat pertama jarak s terhadap masa t - = 

dt 

dO 
pembezaan peringkat pertama sudut 0 terhadap masa t = 

dt 

d2s 
pembezaan peringkat kedua jarak s terhadap masa t = 

dt2 

d2
{} 

pembezaan peringkat kedua sudut {} terhadap masa t = 
dt2 

1.4 KAEDAH RUNGE-KUTTA-NYSTROM (RKN) 

Kaedah Runge-Kutta-Nystrom(RK.N) yang akan dibincangkan di sini ialah RKN 

tahap-3. Parameters RKN tahap-3 perlu memenuhi 3 syarat bagi komponen y dan 5 

penyelesaain bagi y' . Terdapat tiga tahap formula yang melibatkan 9 parameter tak: 

bersandar apabila row sum condition digunakan dan boleh mencapai 4-tahap 

ketepatan. Langkah ini lab yang tidak terkandung dalam Runge-Kutta. Rumus RKN 

tahap-3 diberikan oleh; 
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2 3 3 
Yn+l = Yn +gkl +gk2 +gk3 

(1.2) 

1.5 SKOP KAJIAN 

Sistem bandul boleh merujuk kepada pelbagai aspek, contobnya sistem bandul 

ringkas, sistem bandul gandaan, sistem bandul Foucault, sistem bandul Spherical, 

sistem bandul Kater 's, sistem bandul Harmonograph, and sistem bandul Metronome. 

Walau bagaimanapun, kajian ini hanya melibatkan sistem bandul ringkas sahaja. 

Persamaan terbitan pula merupakan suatu bidang matematik yang sangat luas. 

Antaranya ialah, persamaan peringkat pertama, persamaan peringkat kedua, kaedah 

sirl kuasa dan Jelmaah Laplace. Dalam penyelesaian persamaan peringkat kedua pula 

mempunyai penyelesaian menggunakan teorem kewujudan dan keunikan, kaedah 

penurunan peringkat, kaedah ubahan parameter, teori pengoperasi, persamaan 

homogen, persamaan tak homogen dan kaedah penggantian. Kajian ini hany~ 

tertumpu kepada persamaan terbitan peringkat kedua, di mana menggunakan 

persamaan terbitan peringkat kedua dengan kaedah penurunan peringkat. 
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Kaedah Runge-Kutta-Nystrom mempunyai beberapa tahap seperti kaedah 

Runge-Kutta. Dalam kajian ini, penyelesaian masalah sistem bandul ringkas akan 

menggunakan kaedah Runge-Kutta-Nystom tahap-3. 

1.6 OBJEKTIF KAJIAN 

Dalam kajian ini, terdapat dua objektif yang ingin dicapai iaitu; 

1. Menyelesaikan masalah sistem bandul ringkas dengan menggunakan 

persamaan terbitan linear peringkat kedua kaedah persamaan homogen 

dengan pekali pemala.r dan kaedah Runge-Kutta-Nystrom tahap-3. 

n. Membandingkan kaedah persamaan homogen dengan pekali pemalar dengan 

kaedah Runge-Kutta-Nystrom tahap-3 dalam masalah sistem bandul. 
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BAB2 

ULASAN LITERATUR 

2.1 KAJIAN LEPAS SISTEM BANDUL 

Dalam kajian Shibata (2004), tujuannya adalah untuk mengkaji ketepatan 

penyelesaian apabila .4» 1. Dengan menggunakan pendekatan ketaksamaan, keatas 

persamaan (2.1), (2.2) dan (2.3) kita dapat menunjukkan terdapat dua jenis 

penyelesaian iaitu, dengan lengkap hampir dalam I dan fungsi langkah dengan dua 

langkah. Perturbed sistem bandul ringkas, diberi persamaannya ; 

-u' (t) = pf(u(t)) + A sin u(t), tEI:= ( - T , T), (2.1) 

u(t) > 0, tEl, (2.2) 

u(±T)=O, (2.3) 

Dengan .4 > 0 dan 11 E R adalah parameter. Persamaan (2.1), (2.2) dan (2.3) akan 

dikaji dalam kertas kerja ini untuk membuktikan kecekapan apabila A» 1 . 
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Menurut Schmidt (2000), ingin membuktikan teorem am mengenai kawalan 

pergerakan sistem mekanikal seperti bandul (ringkas atau gandaan), dari 

keseimbangan dalam satu kawasan ke keseimbangan dalam kawasan yang berlainan. 

Dinamik seperti sistem mekanikal adalah mengambarkan melalui persamaan terbitan 

tak linear dengan kawalan; apa yang cuba dibuktikan ialah keputusan non-local 

controllability. Dengan satu kaedah langsung dan kaedah pada dasarnya yang 

membina itu boleh memperoleh lebih banyak keputusan yang terperinci dengan 

mendapat kawalan bandul ringkas yang tergantung menunjukkan pergerakan dari L 

dalam arah mendatar. Dari teoram, 1'0 > 0, a > 0 dan T memenuhi 0 < T < 1'0 supaya 

dapat mengawal: 

u(t) = {a 
-a 

jika 0 -5: t < T 1 2 

jika T 12 -5: t -5: T 
(2.4) 

Keputusannya: 

T(a) = 2S(a, r(a,L» = rea) + 8(a, rea»~ 

Membuktikan bahawa a dengam mencukupi sebesar T (a) boleh dipilih secara arbiter 

kecil. lni menyiapkan pembuktian teorem itu. 
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2.2 KAJIAN LEPAS PERSAMAAN TERBITAN PERINGKAT KEDUA 

Nguyen Bich Huy, (2004), kajian beliau mengenai masalah Cauchy peringkat kedua 

persamaan terbitan pada skala ruang Banach dan aplikasi ke persamaan Kirchhoff. 

Kajian ini terbahagi kepada dua bahagian iaitu hasil daripada kajian lepas dan aplikasi 

peringkat kedua ke dalam masalah Cauchy dalam skala ruang Banach. Dalam skala 

ruang Banach, persamaan masalah Cauchy akan dikaji iaitu; 

u· = A(Bu(t),u), 

dimana A ialah dwilinear operator dan B ialah operator yang selanjar. Anggapkan 

hipotesis (H1),(H2 ) dipenuhi dan UO,u 1 E A(Q). T' < T sedemikian dengan 

masalah Cauchy bagi persamaan Kirchhoff mempunyai penyelesaian 

Kajian daripada Erik Wahlen (2004), Wahlen ingin membuktikan keputusan 

tak berayun bagi persamaan terbitan peringkat kedua tak linear. Persamaan yang akan 

dikaji ialah; 

y"(t) + F(t,y(t» = 0, t 2 a, (2.5) 

Dimana F: [a, Cf) ) x lR 4 lR adalah selanj ar dan tak negatif. Penyelesaian bagi 

persamaan ini dipanggil gerakan ayunan jika secara arbiter lebih daripada kosong dan 

be ak · . kur kuran ,\1 !>i jika tak rayun mala mempunyru se ang- gnya sa ~" n 5 
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berayun. Pembuktian menunjukan keputusan adalah tak berayunan dimana keputusan 

menunjukan a=0, dengan a ialah pecutan. Selain itu, dalam kajian Wahlen juga 

mengaplikasikan persamaan positif persamaan terbitan peringkat kedua dalam 

persamaan semilinear Schrodinger. Keputusan persamaan semilinear Schrodinger 

kajian ini hanya untuk membaiki penyelidikan (Constantin, 1994), (Constantin, 2000) 

dan (Yin, 2004). 

Merujuk Semler et al. (1996), kaedah berangka dapat menyelesaikan 

persamaan terbitan tak linear tersirat peringkat kedua. Tiga kaedah khusus akan dipilih 

iaitu dua daripadanya ialah siri pengembangan: lelaran Picard menggunakan siri 

Chebyshev dan Incremental Harmonic Balance (IHB) dan kaedah yang ketiga ialah 

peringkat keempat (skim Houbolt 's) dan peringkat kelapan backward finite 

differential method (FDM). Keputusan menunjukkan bahawa kaedah pertama kaedah 

Picard tidak sesuai untuk menyelesaikan persamaan tersirat yang mempunyai terma 

inersia tak linear yang besar. Kaedah kedua pula iaitu kaedah IRB menghasilkan 

penyelesaian berkala yang tepat, bersama dengan ayunan frekuensi dan kestabilan 

dinamik dalam system tertaksir dengan mudah. Kaedah yang ketiga boleh digunakan 

untuk mengira sejarah masa bagi masalah nilai awal. Selain daripada itu, juga 

menyatakan bahawa gabungan IHB dan FDM boleh menjadi alat yang berkuasa untuk 

menganalisis masalah getaran tak linear daripada persamaan terbitan tersirat dan talc 

tersirat. 
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2.3 KAJlAN LEP AS KAEDAH RUNGE-KUTTA-NYSTROM 

Murua (1997) menggunakan kaedah RKN aplikasi ke dalam sistem multi-body. Dalam 

kajian ini, heliau memhentuk tiga khusus kaedah RKN bagi persamaan terbitan 

peringkat kedua iaitu dua kaedah untuk peringkat kelima dan satu kaedah untuk 

peringkat keenam. Selain itu, beliau juga menggunaka tiga jenis contoh multi-body 

untuk membandingkan kaedah RKN dengan kaedah Runge-Kutta tesurat. Ujikaji 

berangka yang dijalankan oleh Murua telah menunjukkan bahawa kaedah RKN dapat 

menyatukan persamaan bagi sistem multi-body adalah Iebih cekap berbanding dengan 

kaedah Runge-Kutta tak tersirat. 

Hans Van de Vyver (2006), beliau mengguna kaedah RKN bam terutamanya 

dirancang untuk perintegrasian berangka bagi nilai awal berkala dalam kertas kerja ini. 

Kaedah bam ini boleh menyatupadukan dengan tepat harmonik gerakan ayunan. 

Dalam ujikaji berangka, berbandingan kaedah bam dengan kaedah RKN 

exponentially-jitted (Van de Vyver) dan kaedah ARKN (Franco) dalam persamaan 

gerakan ayunan. Keputusan menunjukkan bahawa kaedah bam adalah Iebih cekap 

beranding dengan kaedah ARKN (Franco) dan kaedah RKN exponentially-jitted (Van 

de Vyver). 

Raymond et al. (2006) membincangkan penggunaan kaedah Runge-Kutta dan 

kaedah RKN bagi memilih h (saiz langkah) dengan meminimumkan kecekapan 

penyepaduan lazim. Fungsi kecekapan ini adalah komponen yang penting untuk 

membuat kaedah pembolehubah saiz langkah. Antara contoh pembolehubah saiz 

langkah yang diambil ialah model Lotka-Volterra, masalah Keple - W":KU(U! 
/ 
.~ 
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menggunakan Runge-Kutta Nystrom dan persamaan Van de Pol. Keputusan 

menunjukkan masalah Kepler ralatnya menurun dari 41% ke 59% apabila kaedah 

pembolehubah step-size digunakan, bagi model Lotka-Volterra pula ralatnya menurun 

dari 70% ke 96%. 

2.4 SEJARAH MENGENAI KAEDAH RUNGE-KUTTA DAN KAEDAH 

RUNGE-KUTTA-NYSTROM 

Menurut Butcher dan Wanner (1996), pada tahun 1985 merupakan tabun yang penting 

di mana kertas klasik Runge's telah diterbitkan dalam penyelesaian berangka bagi 

persamaan terbitan. Perkembangan kaedah Runge-Kutta telah dibahagikan kepada 

teori dan teknik, penghasilan yang cekap dan peri sian komputer persamaan terbitan 

yang boleh dipercayai. Selain itu, kaedah Runge-Kutta juga penting bagi 

menyelesaikan persamaan terbitan terutamanya dalam masalah nilai awal. Terdapat 

tiga keluaran penting diantara tabun 1950 hingga 1960, yang pertama adalah 

dikemukakan oleh S.Gill yamg membincangkan bagaimana pengiraan dalam langkah 

dapat terancang. Masalah ini akan merujuk kepada kembagan siri Taylor. Tujuan 

pengiraan langkah ini bukan hanya untuk mengurangkan keperluan ingatan malah 

hendak mengekalkan ralat serendah yang mungkin. Merson pula mencadangkan lima 

tahap kaedah, di mana perbandingan diantara kuantiti dalam setiap langkah anggaran 

yang dikehendaki untuk menyelesaikan masalah. Kaedah Merson masih digunakan 

sehingga hari ini. Akhir sekali, P .Herinci memberikan idea tentang masalah nilai awal 

yang besar dengan diselesaikan menggunakan kaedah berangka. 
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