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ABSTRAK 

Tujuan kajian ini adalah untuk menyelesaikan pennasalahan persamaan usikan singular 

dengan menggunakan kaedah MAOR serta perbandingan kaedah tersebut dengan kaedah­

kaedah leJaran klasik yang lain seperti Gauss-SeideL SOR dan AOR Kajian ini 

dijalankan dengan objektif untuk merwnuskan persamaan penghampiran beza terhingga 

bagi penyelesaian permasa1ahan usikan singular. membangun dan melaksana kaedah 

AOR dan MAOR serta kaedah kawalan Gauss-Seidel dan SOR untuk penyelesaian sistem 

persamaan linear serta menganalisa kaedah-kaedah tersebut dari segi bilangan dan masa 

lelaran dan ralat mutlak. Dapat disimpulkan bahawa kaedah MAOR adalah kaedah yang 

terbaik antara keempat-empat kaedah yang dibincangkan kerana memberikan nilai 

hilangan dan masa lelaran yang paling minimum. 
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MODIFIED ACCELERATED OVERRELAXA TION ITERATIVE METHOD 

(MAOR) FOR SOLVING THE SINGULAR PERTURBATION PROBLEMS 

ABSTRACT 

Vl 

This research is to numerically evaluate singular perturbed equation using the MAOR and 

AOR methods and also the control methods which are the Gauss-Seidel and SOR. This 

research is done with the objective of formulating the finite difference approximation for 

solving the singularly perturbed equations, applying the methods mentioned in order to 

solve the linear system equations and to analyze the methods by comparing the number 

and time of iterations and also the absolute error. In conclusion, the MAOR method is the 

best method among the four methods done in this research in terms of its number and 

time of iterations, which returned the most minimum values among all four methods. 
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PENDAHULUAN 

1.1 PENGENALAN 

Teori usikan boleh didefinisikan sebagai kaedah matematik yang dignnakan untuk 

mencari penyelesaian ramalan kepada sesuatu masalah yang tiada penyelesaian yang 

tepat, bermula dengan penyelesaian tepat yang didapatkan melalui masalah yang 

berkait. Suatu penyebut keci! iaitu E ditambah kepada persamaan matematik bagi 

masalah berkaitan yang boleh diselesaikan dengan tepat. 

Masalah usikan banyak berlaku dalam pelbagai cabang sains dan kejuruteraan 

seperti dinamik cecair, terutamanya permasalahan pergerakan cecair yang melibatkan 

nombor Reynolds dan macam-macam lagi pennasalahan dalam bidang pergerakan 

cecair. Bidang ini juga semakin menarik minat para abli matematik gunaan (Reddy & 

Reddy, 2002). 
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1.2 PEMERDIALAN KONSEP MATEMATIK ASAS 

DaJam kajian ini, konsep matematik asas yang dipedukan untuk menyelesaikan sistem 

persamaan usikan singular adalab seperti persamaan terbitan, kamiran, matriks algebra 

dan sirl kembangan Taylor. Sirl kembangan Taylor digunakan dalam proses 

pendiskretan persamaan usikan singular. Penjanaan sirl kembangan Taylor tersebut 

melibatkan pengetabuan dalam konsep persamaan terbitan serta pengamiran. Setelah 

sistem persamaan linear dijana daripada pengbampiran beza terhingga maka sistem 

persamaan linear tersebut akan ditulis dalam bentuk matriks bagi mempermudahkan 

perwnusan kaedah-kaedab lelaran yang akan digunakan. 

1.2.1 PemerihaJan Konsep Persamaan Terbitan 

Persamaan terbitan digunakan secara meluas dalam kedua-dua bidang matematik, 

tulen serta gunaan. Persamaan terbitan melibatkan pembolehubah-pembolehubah 

bersandar dan tidak bersandar. Hanya pembolehubah-pembolehubah bersandar yang 

akan diterbitkan. Terdapat empat jenis persamaan terbitan iaitu persamaan terbitan 

biasa (ODE), persamaan terbitan separa (PDE), persamaan terbitan lengah (DDE), 

persamaan terbitan stokastik (SDE) dan persamaan terbitan algebra (DAE). 

Persamaan terbitan biasa (ODE) ialah persamaan terbitan yang fungsinya 

melibatkan satu sahaja pembolehubah tidak bersandar (Chapra & Canale, 2006). 

Persamaan terbitan separa (PDE) ialah persamaan terbitan yang mana fungsi yang 

tidak diketahui itu adalah fungsi daripada multipembolehubah tidak bersandar dan 

pembezaan separa bagi multipembolehubah tidak bersandar itu. Persamaan terbitan 
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lengah (DDE) pula ialah persamaan terbitan yang mana pembezaan fungsi yang tidak 

diketahui pada sesetengah masa diOOri dalam bentuk nilai fungsi tersebut pada masa 

sebelumnya. Persamaan terbitan stokastik (SDE) ialah persamaan terbitan eli mana 

satu atau Iebih termanya adalah suatu proses stokastik, dan seterusnya akan 

menghasilkan penyelesaian yang mana penyelesaian itu sendiri juga adalah proses 

stokastik. Yang terakhir sekali, persamaan terbitan algebra (DAE) ialah persamaan 

terbitan yang melibatkan terma-terma terbitan dan algebra, diberi dalam bentuk 

tersirat. Akan tetapi kajian ini hanya akan melibatkan persamaan terbitan biasa (ODE) 

dan persaman terbitan separa (POE). 

Setiap kategori persamaan terbitan yang telah dinyatakan boleh 

diklasifikasikan mengikut peringkat masing-masing. Sebagai contoh, persamaan 

terbitan peringkat pertama ialah persamaan yang peringkat terbitan tertinggi adalah 

terbitan pertama. Persamaan ini juga boleh dikatakan sebagai persamaan linear. 

Manakala terbitan peringkat kedua merupakan persamaan yang peringkat terbitan 

tertinggi adalah terbitan kedua. Persamaan terbitan yang peringkat terbitan 

tertingginya Iebih tinggi daripada satu dikenali sebagai persamaan tidak linear (Chapra 

& Canale, 2006). 

(A) Pemerihaian PersamaaD TerbitH Biasa 

Dalam matematik, persamaan terbitan biasa (ODE) adalah suatu hubungan yang 

mengandungi fungsi bagi hanya satu pembolehubah tidak bersandar serta mempunyai 

sam atau Iebih pembezaan untuk pembolehubah tersebut. 
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Berikut adalah persamaan am bagi persamaan terbitan bias a (ODE) untuk 

peringkat n: 

F(x,y,y', ... ,y(n-I» = yCn} 
(1.1) 

dengan y sebagai fungsi yang tidak diketahui, 

y:R~R 

Manakala bagi fungsi yang bemilai vektor, 

fungsi F di atas dinamakan sistem persamaan terbitan biasa dengan dimensi m. 

ApabiIa suatu persamaan terbitan dengan peringkat n itu berada dalam bentuk 

F( , (n})-o x,y,y, ... ,y -, (1.2) 

persamaan ini dinamakan persamaan terbitan tersirat manakaia persamaan daIam 

bentuk persamaan (1.1) dinamakan sebagai persamaan terbitan tak: tersirat. 

Suatu persamaan terbitan ito adalah linear sekiranya fungsi F boleh ditulis sebagai 

gabungan linear oleh pembezaan bagi y seperti berikut: 

n-I 

yCn)= Lal(x)y(I}+r(x) (1.3) 
/=1 

dengan alex) dan rex) adalah fungsi selanjar da1am x. Sesuatu persamaan terbitan 

linear ito adalah homogenus sekiranya r(x) = 0 dan persamaan itu adalah tidak 

homogenus seandainya r(x):/! o. 
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(B) Pemerihalan Persamaan Terbitan Separa 

Persamaan terbitan separa (PDE) merupakan suatu hubungan yang melibatkan fungsi 

yang tidak diketahui dengan beberapa pembolehubah tidak bersandar dan pembezaan 

separanya adalah terhadap pembolebubah-pembolehubah tersebut. 

Berikut adalab persamaan am bagi persamaan terbitan separa mudah: 

8u(x,y) o. 
ax (1.4) 

Hubungan tersebut menunjukkan bahawa nilai-nilai u(x,y) adalah tidak bersandar 

terhadap x. Oleh itu, penyelesaian am bagi persamaan ini ialah 

u(x,y) = f(y) , (1.5) 

dengan f ialah fungsi terbezakan bagi y. Persamaan terbitan biasa yang sesuai untuk 

kes ini ialah 

du 
-=0 
dx 

yang mempunyai penyelesaian 

u(x) =c, 

(1.6) 

dengan c ialah nilai pemalar yang tidak bersandar terhadap x. Penyelesaian am bagi 

persamaan terbitan biasa melibatkan pemalar yang terbezakan manakala penyelesaian 

bagi persamaan terbitan separa melibatkan fungsi yang terbezakan. Penyelesaian bagi 

persamaan terbitan separa adalah tidak unik, oleh itu persamaan terbjtan separa 

mempunyai syarat-syarat sempadan dengan penyelesaian tersebut boleh ditakrifkan. 
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1.2.2 Pemerihalan Matriks Algebra 

Matriks merupakan satu tatasusunan bagi elemen-elemen atau unsur-unsur kuantiti 

yang abstrak. Matriks yang biasa selalunya melibatkan nombor-nombor nyata atau 

nombor kompleks. Matriks yang melibatkan nombor kompleks dikenali sebagai 

matriks kompleks. Matriks digunakan untuk membentuk sistem persamaan linear. 

Oleh itu, matriks boleh ditambah, ditolak, didarab atau dlbahagi seperti persamaan 

matematik biasa. 

Suatu matriks yang mempunyai bilangan baris m dan lajur n dipanggil matriks 

m x n dan m dan n dikatakan sebagai dimensi bagi matriks tersebut. Dimensi sesuatu 

matriks itu selalunya dinyatakan bilangan baris terlebih dahulu dan kemudiannya 

bilangan lajur. Tertib atau saiz sesuatu matriks dinyatakan sebagai mxn. Sekiranya 

bilangan baris dan lajur adalah sarna, maka matriks tersebut dikenali sebagai matriks 

segiempat sarna dan ditakrifkan sebagai matriks n x n atau matriks tertib n. 

Tatasusunan suatu matriks: 

Berikut adalahjenis-jenis matriks: 

(A) Pemerihalan Matriks Baris dan Lajur 

Matriks baris merupakan matriks yang mempunyai satu baris sahaja yang pada 

peringkat 1 x n manakala matriks lajur yang berperingkat m x 1 merupakan matriks 
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yang mempunyai satu lajur sahaja. Apabila matriks tersebut digunakan untuk 

mentakrifkan vektor, maka matriks lajur dan matriks baris masing-masing dikenali 

sebagai vektor lajur dan vektor baris. Unsur-unsur (ij) bagi vektor baris atau vektor 

lajur dikenali sebagai komponen vektor. Vektor baris, r dan vektor lajur, S 

dinyatakan seperti berikut: 

Sl 

r = [Ii. r2 ••• rJ dan s = S2 

(B) Pemerihalan Matriks Pepenjuru 

Matriks pepenjuru merupakan matriks segiempat sarna yang unsur-unsur selain 

unsure-unsur pepenjuru bernilai sifar. Suatu matriks itu, misalnya matriks D = ldy J 

merupakan matriks pepenjuru sekiranya dlj = 0 untuk i '*" j . Bentuk matriks 

pepenjuru D adalah seperti berikut: 

dll 0 0 0 

0 dn 0 0 

D= 0 0 d33 0 

o 0 0 d"" 

(C) Pemerihalan Matriks Identiti 

Matriks identiti pula ialah matriks segi empat sarna yang unsur-unsur pepenjurunya 

bernilai satu dan WlSur-unsur lain adalah bernilai sifar. Matriks identiti selalunya 
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diwakili dengan 1 dan boleh diringkaskan sebagai In = lelj J. Matriks identiti 1 boleh 

ditakrifkan seperti berikut: 

1 0 0 

o 1 0 
1= 

o 0 1 

(D) Pemerihalan Matriks Segitiga Atas dan Matriks Segitiga Bawah 
f 

Matriks segitiga merupakan matriks segi empat sarna dengan unsUNlDSur 

pepenjurunya adalah bernilai sifar. Matriks segitiga atas dan matriks segitiga bawah 

adalah berbeza. Matriks segitiga atas mempunyai elemen-elemen pepenjunmya 

bemilai sifar, aij = 0 untuk i > j. Matriks segitiga bawah pula adalah matriks yang 

elemen-elemen pepenjunmya adalah sifar, aij = 0 untuk ; < j. Matriks segitiga atas, 

U boleh ditakriJkan seperti di bawah: 

o abc 
o 0 e f 

U= 0 0 0 

o 0 0 0 

Matriks segitiga bawah adalah seperti berikut: 

0 0 0 0 

d 0 0 0 
L= 

h 0 0 g 

j k I 0 
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(E) Pemerihalan Matriks Transposisi 

Transposisi bagi matriks A peringkat mxn ialah matriks AT peringkat nxm yang 

dibentuk dengan menukar unsur-unsur baris kepada lajur dan sebaliknya. 

(F) Pemerihalan Matriks Simetri 

Berikut merupakan keadaan di mana suatu matriks segi empat sarna A itu boleb 

dikatakan simetri: 

AT merupakan matriks transposisi bagi A. Oleh itu, matriks simetri A adalah seperti 

berikut: 

A =QDQT 

dengan Q merupakan matriks ortogon dan D merupakan matriks pepenjuru. 

1.2.3 Pemerihalan Kembangan Sirl Taylor 

Dalam kajian ini juga, kembangan sirl Taylor amat penting untuk menyelesaikan suatu 

pennasalahan usikan singular itu dengan menggunakan keluarga kaedah AOR dan 

kaedah SOR. Dalam matematik, siri Taylor ini merupakan perwakilan bagi sesuatu 

fungsi sebagai jmnlah tidak terhingga yang dikira daripada nilai-nilai terbitannya pada 

suatu titik. Jika siri tersebut menggunakan terbitan pada titik sm, maka sirl ini 

dipanggil sebagai sirl Maclaurin. Berikut adalah takrifan bagi sirl Taylor: 

u{x+h} = L- h- {x} aa 1 ( d} 
PlP! dx 
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h h h = u(x)+hu'(x)+-u"(x)+-u"'(x)+L+-u"(x)+L (1.7) 
2! 3! n! 

Terbitan pertama adalah seperti berikut: 

eu'(x+h)= 6 [u(x+h)-u(x)]+o(hl) 
h 

T erbitan kedua: 

1.2.4 Pemerihalan Kamiran 

(1.8) 

(1.9) 

Kamiran merupakan konsep teras dalam matematik lanjutan, terutamanya dalam 

bidang kalkulus dan analisis matematik. Kamiran bagi fungsi f terbadap x dengan 

julat [a,b] boleh ditakrilkan seperti berikut: 

J:f(x)dx (1.10) 

Kamiran juga boleh dikatakan sebagai anti terbitan, fungsi F yang mana 

terbitannya ditakritkan sebagai fungsi f Terdapat banyak cam untuk: mentakritkan 

terbitan dan tidak semua adalah sarna. Perbezaannya wujud apabila menghadapi kes-

kes berlainan, yang mana seseten.gah mungkin tidak dapat dikamirkan di bawah 

definisi yang lain. Definisi kamiran yang biasa digunakan adalah kamiran Riemann 

dan kamiran Lebesgue. 
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